CHMATN1 Session 2001

MATHEMATIQUES

Durée : 2 heures Coefficient : 3

La clarté des raisonnements et la qualité de la rédaction interviendront

pour une part importante dans 'appréciation des copies.

L'usage des instruments de calcul et du formulaire officiel de mathématiques est autorisé.

173



EXERCICE 1 (10 points)

Une entreprise fabrique des flacons destinés a contenir une substance particuli¢re. Un flacon
est dit conforme s'il vérifie un ensemble de critéres définis par I'entreprise. On appelle p la
proportion de flacons conformes dans I'ensemble de la production.

Premiére partie

Un processus de contrdle de la conformité des flacons a été mis au point par l'entreprise. On
s'intéresse dans cette partie aux risques d'erreurs de ce contrdle et on suppose que la proportion p
de flacons conformes est égale a 0,8.

On préléve un flacon au hasard dans l'ensemble de la production.

On note :
C I'événement : « le flacon prélevé est conforme » ; on a donc P(C) = 0,8.
A l'événement : « le flacon prélevé est accepté par le contrdle ».

Une étude préliminaire a permis d'estimer les risques d'erreurs de ce contrdle :

- la probabilité de refuser un flacon sachant qu'il est conforme est de 0,05 ;

onadonc P(A|C) =0,05.

- la probabilité d'accepter un flacon sachant qu'il n'est pas conforme est de 0,1 ;

onadonc P (A|C) =0,1.

1. a) Déterminer la probabilité qu'un flacon soit accepté sachant qu'il est conforme.

b) Déterminer la probabilité qu'un flacon soit accepté par le controle.

c¢) Déterminer la probabilité qu'un flacon ne soit pas conforme sachant qu'il a €té accepté par
le contrdle. (Arrondir le résultat au centieéme).

2. On admet que la probabilité de choisir un flacon non conforme parmi ceux qui ont €t€ acceptés
par le contrdle est égale a 0,03.
On préléve au hasard et avec remise des échantillons de 100 flacons dans I'ensemble des flacons
qui ont été acceptés par le controle.
On appelle X la variable aléatoire qui, & tout échantillon de ce type, associe le nombre de flacons
non conformes de cet échantillon.

a) Quelle est la loi suivie par X ?

b) On admet que la loi de X peut étre approchée par une loi de Poisson.

Quel est le parameétre de cette loi de Poisson ?

Calculer, a l'aide de cette loi de Poisson, une valeur approchée de la probabilité¢ de
I'événement (X > 5).

Seconde partie

On se propose de construire et d’utiliser un test unilatéral pour valider ou refuser, au seuil de
risque 5 %, I'hypothése selon laquelle la proportion p de flacons conformes dans l'ensemble de la
production, sur une période donnée, est égale a 0,8. (Hypothese nulle Hy: "p = 0,8" ; hypothese
alternative H, : "p <0,8").

Pour cela, on préléve au cours de cette période dans I'ensemble de la production des échantillons
de 200 flacons, au hasard et avec remise.

On appelle F la variable aléatoire qui, & tout échantillon de ce type, associe la proportion de

flacons conformes de cet échantillon. On admet que Ia loi de F est une loi normale #"(p ; & ).

1. Sous I'hypothése Hy :
a) Montrer qu’une valeur approchée de ¢ est 0,03.
b) Déterminer le réel positif 4 tel que P(F = 0,8 — 4) = 0,95. (Arrondir le résultat au centieme).

2. Enoncer la régle de décision relative a ce test de validité d'hypothése.

3. Dans un échantillon de 200 flacons, on a trouvé 156 flacons conformes.
Au vu de cet échantillon, doit-on, au seuil de risque 5 %, accepter ou refuser I'hypothése
"p —_ 0’8" ?
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EXERCICE 2 (10 points)

L'objet de cet exercice est I'étude du potentiel électrique dans un électrolyte.

On considére un électrolyte, le chlorure de sodium NaCl, mis en solution dans ’eau a la
température de 25° C et de concentration 10 > mol. L .

Un ion Na " étant choisi, on prend son centre comme origine de I’espace rapporté a un repére.
Cet ion crée, en tout point de I’atmosphére ionique qui ’entoure, un potentiel électrique U,
fonction de la distance x de ce point au centre de 1’ion considéré.

1. Expression de U(x).
On admet que cette fonction U de la variable réelle x, avec x > 0, est solution de [’équation
différentielle (E) : x*U" + 2xU' = b>x*U , o0 b est une constante réelle strictement positive.
a) Pour tout x > 0, on pose Y (x) = xU(x).
Calculer Y'(x) et Y"(x).
On considére I’équation différentielle (E,) : Y"~b5’Y =0.
Démontrer que Y est solution de (£,) si et seulement si U est solution de (F).
b) Résoudre I’équation différentielle (£,).
En déduire, pour tout x > 0, ’égalité (i) : U(x)=l(Ae"" +Be™), ou 4 et B sont des
constantes réelles. )
2. Calcul de la constante B.

Le potentiel étant nul & I’infini, ona lim U(x)=0.

Montrer, en utilisant 1’égalité (i), qu’alors B = 0. (On montrera que si B était non nulle, alors

lim U(x) serait égale & + o0 ). On a donc, pour toutx > 0, U(x) = 4 e,
x

X—»+00

3. Calcul de la constante A.
a) Soit @ un nombre réel supérieur ou égal a 4.

A Taide d’une intégration par parties, calculer, en fonction de «, Iintégrale
_ a ~bx
I(@) = L xe P dx .

Déterminer la limite / de /(a) lorsque a tend vers + .

b) L’expression de I’électroneutralité conduit a 1’égalité A./ =k, ot k est une constante
réelle positive.

Exprimer 4 en fonction de b et de .

kb2 1 e—b(x—4) .

1+4b x
4. Tableau de variation de U, pour des valeurs particuliéres de b et de k.

En déduire que, pour tout x > 0, U(x) =

.1 0,16 _ -
On considére que, pour tout x > 0, U(x) = —— e *®» ¢4
x

a) Calculer U'(x) et étudier le sens de variation de U.

b) Calculer la limite de Uen 0.

¢) Donner le tableau de variation de U.
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BTS CHIMISTE

JORMULAIRE DE MATHEMATIQUES

1 — Relations fonctionnelles

In(ab)=Ina+Inb,ota>0etb>0
exp(a + b) =expa xexpb
cos(a+b)=cosacosb-sinasinb
sin(a+b)=sinacos b+cosasinb
cos 2t =2cos’ t —1=1-2sin’¢

sin2¢ =2sin ¢ cos

sinp+sinq=2sinp;qcosp;q
P-4 ...Ptd
2 2

cosp+cosq:ZCosp+qcosp_q

2 2
P‘HISmP“q
2

sin p —sin g = 2sin

COS p —C0S g = —2sin
cosacosbh= —lz—[cos(a +b) +cos(a - b)]
sinasin b = %[cos(a —b)-cos(a+ b)]
sinacosb = %[sin(a +b) +sin(a — b)]
e =cost+isint

cos! = —;—(ei’ +e'"), cht= —;—(e' +e’")

| ; 1
sint=—(e'"' —e™"), sht=—(e' —¢”'
2i( ) 2( )

e =e*'(cosBr+isinPBr),ota=0o+ip

2 — Dérivées et Primitives

J(@) (@
1
Int -
!t
e' e'
t*(a e R) at!
sin f cost
cos ¢ —sin ¢
tan ¢ — =1+tan’s
cos” 1
cht sht
sht chi
Arcsin t :
re sin
V1-1t?
1
Arc tan't 5
1+1¢
e’ (aeC) ae’




3 — Développements limités

. t ot ",
e =l+—+—+...+—+1"e(t)
2 n!

LSNP o+ (=D +1"e(t)
1+1¢
2 3

ma+0)=1-—+ s+ e
2 3 n

3

t t5 2p+l
Sinf=t——+—+...+(=1)" ——— +1*""'g(1)
35 (2p +1)!
R
cost=1-—+—+..+(- l)" +12”8(t)
214 2p)
A+ =1+ a(a 1) e a(a—l)...(a—n+1) "+ e (1)
2! n!
4 — Statistique descriptive
a) Moyenne arithmétique :
x= l fx X = —1— ‘ik:n X
n = i n “ 7
b) Variance et écart-type :
1 i=n _ 1 n _
=23 -B ==X x ) - o=
n n i

¢) Ajustement affine par la méthode des moindres carrés :

Covariance :

i=n

—Z(x -5, y)——(ny,) Xy

Droite d’ajustement :

N GX,V t ' ~ ' Xy
y=ax+b,ou a=—; x=ay+b,ou a'=
cxz Gyz

d) Corrélation lin€aire :




5 — Probabilités :

a) Loi binomiale :

n!

k __k _n-k a k
P(X=k)=C,p'q ou C, BTNy
E(X)=np o(X)=ynpq
b) Loi de Poisson :
e * A
P(X =k)= E(X)=24 V(iX)=A4
— 4 0,2 0,3 0,4 0,5 0.6
K , R , , ,
0 0,8187 0,7408 0,6703 0,6065 0,5488
1 0,1637 0,2222 0,2681 0,3032 0,3293
2 0,0163 0,0333 0,0536 0,0758 0,0988
3 0,0011 0,0033 0,0071 0,0126 0,0198
4 0,0002 0,0007 0,0015 0,0030
5 0,0001 0,0001 0,0003
k\/1 1 1,5 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0,368 (0,223 [0,135 (0,0498 {0,018 (0,007 |0,002 [0,001 (0,000 |[0,000 (0,000
1 0,368 0,335 10,271 (0,149 |0,073 0,034 0,015 10,006 [0,003 {0,001 {0,000
2 0,184 |0,251 {0,271 (0,224 |0,147 0,084 (0,045 0,022 }0,011 {0,005 |0,002
3 0,061 {0,126 {0,180 {0,224 |0,195 0,140 {0,089 |0,052 |0,029 {0,015 0,008
4 0,015 10,047 |0,090 {0,168 |0,195 (0,176 (0,134 (0,091 [0,057 0,034 [0,019
5 0,003 {0,014 |0,036 {0,101 (0,156 |0,176 {0,161 |0,128 10,092 |0,061 {0,038
6 0,001 |0,004 (0,012 10,050 {0,104 [0,146 |0,161 (0,149 0,122 |0,091 |0,063
7 0,000 0,001 {0,003 {0,022 |0,060 (0,104 ;0,138 |0,149 {0,140 (0,117 {0,090
8 0,000 |0,001 (0,008 0,030 (0,065 10,103 0,130 (0,140 [0,132 |0,113
9 0,000 (0,003 |0,013 |0,036 ;0,069 |0,101 (0,124 {0,132 |0,125
10 0,001 |0,005 [0,018 (0,041 {0,071 0,099 |0,119 |0,125
11 0,000 0,002 {0,008 |0,023 (0,045 10,072 10,097 |0,114
12 0,001 0,003 (0,011 0,026 {0,048 |0,073 {0,095
13 0,000 |0,001 {0,005 (0,014 |0,030 |0,050 (0,073
14 0,000 (0,002 (0,007 10,017 |0,032 |0,052
15 0,001 (0,003 |0,009 0,019 |0,035
16 0,000 (0,001 |0,005 {0,011 }0,022
17 0,000 0,002 10,006 |0,013
18 0,001 {0,003 0,007
19 0,000 10,001 [0,004
20 0,000 |0,002
21 0,001
22 0,000




¢} Lol normale

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité :

S =

x?

e 2

]

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE L/f/(ﬂﬁ,l[
t

z(t)=P(X <) = [ f(x)dx
o0

< —

t 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,5000 10,5040 [0,5080 (0,5120 }0,5160 10,5199 10,5239 10,5279 10,5319 [0,5359
0,1 0,5398 (10,5438 |0,5478 |0,5517 [0,5557 10,5596 |0,5636 |0,5675 [0,5714 [0,5753
0,2 0,5793 |[0,5832 (0,5871 [0,5910 |0,5948 10,5987 [0,6026 [0,6064 [0,6103 [0,6141
0,3 06179 (0,6217 [0,6255 (06293 |(0,6331 {0,6368 [0,6406 |[0,6443 [0,6480 |[0,6517
04 0,6554 [0,6591 (0,6628 (06664 (06700 |06736 |[0,6772 |(0,6808 |0,6844 [0,6879
0,5 06915 |0,6950 10,6985 |0,7019 |0,7054 |0,7088 |0,7123 10,7157 |0,7190 |0,7224
0,6 07257 |0,7290 (0,7324 {0,7357 10,7389 |0,7422 10,7454 |0,7486 |[0,7517 {0,7549
0,7 0,7580 |[0,7611 [0,7642 |0,7673 10,7704 |0,7734 |0,7764 10,7794 |0,7823 |0,7852
0,38 0,7881 10,7910 {0,7939 [0,7967 10,7995 |0,8023 10,8051 |0,8078 |0,8106 |08133
0,9 08159 (08186 (08212 (0,8238 |0,8254 10,8289 08315 |0,8340 |0,8365 |0,8389
1,0 0,8413 08438 |[0,8461 |0,8485 |0,8508 [0,8531 (08554 10,8577 08599 [0,8621
1,1 0,8643 08665 |(08686 |0,8708 |0,8729 08749 |0,8770 10,8790 |0,8810 10,8830
1,2 0,8849 0,889 (0,888 |08907 |0,8925 |0,8944 |0,8962 |0,880 10,8997 |09015
1.3 09032 109049 (09066 (09082 (09099 (09115 09131 (09147 |09162 |09177
1,4 09192 109207 (09222 109236 (09251 (09265 [09279 {09292 (09306 [09319
1,5 09332 109345 109357 09370 {09382 10,9394 (09406 |09418 09429 109441
1,6 09452 109463 (09474 (09484 109495 (09505 (09515 |0,9525 10,9535 09545
1,7 09554 109564 (09573 09582 [0,9591 (09599 (0,908 (0916 [09625 |0,9633
1,8 09641 09649 109656 (09664 109671 (0978 09686 (09693 (09699 109706
1,9 09713 (09719 109726 (09732 09738 09744 (09750 (09756 (09761 (09767
2,0 09772 109779 09783 09788 (09793 (09798 |09803 (09808 |09812 |0,9817
2,1 09821 (09826 {09830 09834 109838 09842 (09846 (09850 [09854 10,9857
2,2 09861 09864 {09868 (09871 [09875 (09878 (09881 109884 (09887 |0,93890
23 09893 109896 (09898 09901 [0,9904 (0,990,6 0,999 109911 {09913 10,9916
24 09918 09920 (09922 (0,9925 10,9927 |0,9929 109931 109932 10,9934 10,9936
2,5 09938 10,9940 (09941 09943 109945 10,9946 10,9948 10,9949 |0,9951 0,995 2
2,6 09953 109955 (09956 (09957 10,9959 (0,9960 09961 (09962 ]0,9963 10,9964
2,7 0,9965 10996 0997 |099%8 [09969 10,9970 (09971 (09972 |0,9973 10,9974
2,8 0,9974 09975 (09976 |09977 [0,9977 (09978 10,9979 [0,9979 |0,9980 [0,9981
2,9 09981 109982 (09982 10,9983 [0,9984 10,9984 |0,9985 ]0,9985 [0,9986 [0,9986

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE t
[ 3,0 31 3.2 3.3 34 35 3,6 3.8 4,0 4.5
() 0,998 65 | 0,999 04 | 0,999 31 0,999 52 0,99966 | 0,99976 | 0,999 841 | 0,999 928 | 0,999 968 | 0,999 997

Nota. - La table donne les valeurs de 7(¢) pour t positif. Lorsque t est négatif il faut prendre le complément

a 'unité de la valeur lue dans la table.

Exemple :

Pour t=137
Pour t=-137

n(t=137)=09147

7t =—1,37) = 0,085 3




