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Exercice 1 ( 12 points)

PARTIE A.

1°) On a obtenu a I’aide d’une calculatrice :

L L 2
j sint.costdr=0 et I sint.cos(2t) dt=——.
0 0 3

Justifier ces deux résultats en calculant les intégrales.

2°) On considére le signal, modélisé par la fonction réelle e, de période 2 i, définie par :

3°)

e(t) =sint si te[O, n]
e()=0 si te]n,Zn[.

a) Dans un repére orthogonal, tracer la représentation graphique de la fonction e
pour ¢ variant dans ’intervalle [— 2n, 4 n].

b) Calculer les coefficients de Fourier a, 4, et a, de la fonction e. On admettra

. . . 1
dans la suite de I’exercice que les coefficients b, et b, valent : b, =3 et b, =0.

a) Calculer le carré E? de la valeur efficace du signal e.
b) On sait par ailleurs que la formule de Bessel-Parseval donne :

+oo 2 2
a-+b
E2=a§+2—" L
2

n=l
Dans le cas présent, on décide de ne garder que les harmoniques de rang 1 et 2.

Soit P le nombre défini par : P =a] + %(alz +bl +a; +b} )

- P
Calculer P, puis donner une approximation décimale 2 107 prés du rapport T

La comparaison de E* et P justifie que, dans la pratique, on néglige les
harmoniques de rang supérieur ou égal a 3.
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PARTIE B.

On se propose dans cette partie d'obtenir I’intensité i du courant dans le circuit ci-dessous
lorsqu'il est alimenté par le signal d’entrée e défini dans la partie A.

i(t)

e(t) C
R

—

L’équation permettant de trouver I'intensité du courant est, pour ¢ € [O, + oo[ ,

Ri(r)+ -(1/: [ 0' i(u) du = e(?) ().

Pour déterminer la fonction i on remplace le signal d’entrée ¢ par son développement en série
de Fourier tronqué a ’ordre 2. 1.”équation (1) devient alors :

Ri(t)+éjot i(u) du =—Tlc—+—:lz—sint~%cos (21) 2).

On admet que I’intensité i du courant est une fonction dérivable sur [0, + oo .

On suppose dans toute la suite de ’exercice que R=5000Q et C=10"*F.

1°) Montrer que 1’équation (2) peut alors se transformer et s”écrire :

di . - 4 ).
El;(t)+21(t)=(10 4)cost+[1—5—n.10 3]sm(2r) 3.

te[0,+oo[

2°) Vérifier que la fonction i, telle que i,(f) =(4.10'5 )cos t +(2.10'5 )sint est une solution
particuliere de I’équation différentielle :

%(:) +2i(0) =107 Jcos ¢
te [0, + oo[.
3°) Déterminer une solution particuliére i, de I’équation différentielle :
di . 4 3
— () +2i(t)=| ——.107" [sin (2¢
5 0 +2i0) (1 . j (21
te [O, + oo[.

4°) Résoudre alors I’équation différentielle (3). En déduire la solution particuliére vérifiant la
condition #(0) =0.
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Exercice 2 ( 8 points)

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O ; i, ] ).

On s'intéresse dans cet exercice a deux courbes de Bézier C, et C,.

C, est définie par les quatre points de contréle Ag (0, 3) , 4 (0, =2), 4, (10, -2) , 45 (5, 3);
C; est définie par les trois points de contréle A4, (0, 3), 7(0, 8) , 4; (5, 3).

On rappelle que la courbe de Bézier définie par les points de contrdle 4; (0 < i < n) est I'ensemble des points M(¢) tels

que :

OM(1)=>B,,(t)O4; ou B,,(1)=C

i=0

A avec  tel0,1].

1°) Construction de la courbe C;.

a) Développer, réduire et ordonner les polynémes B; 3(¢), (0 <7 <3).
b) Montrer que les coordonnées du point M(¢) de la courbe C| sont :

{xzfl(t) =302 -25¢°

t<[0,17.
y=g,()=3-15t+15¢* [0.1]

¢) Etudier les variations de f; et g, et dresser le tableau des variations conjointes de ces deux fonctions.
d) Préciser les coordonnées des points de C; a tangentes paralleles aux axes de coordonnées.
e) Montrer que la droite (4, A3) est tangente & C en A4;.

f) Tracer, en exploitant les résultats précédents, la courbe C; sur la feuille annexe.

2°) Etude géométrique de la courbe C,.

x=f,(t)=5¢*

tef0, 1].
y=g,(t)=3+10r-10¢> [

La représentation paramétrique de la courbe C; est : {

La courbe C, est donnée sur la feuille annexe.
a) On définit, pour tout ¢ € [0, 1], les points N(r) et Nx(¢) par :

avr(t)z(l—t)b-A;+t5T et m(t)z(l—t)o_fﬂbz.
Justifier que les points N,(¢) et N,(¢) appartiennent respectivement aux segments [4o 7] et [T 43].
b) Soit G(#), le point défini , pour tout € [0, 1], par OG(?) = (1—£)ON, (£) + ¢ ON, (t) .
Montrer que G(¥) appartient a C; et que la droite (NV(f) Ny(t)) est tangente a C, en G(¢).

¢) Placer les points N; (%) , NV, (%) et G(%) et la tangente a C; en G(%J .
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab)=Ina+Inb, olta>0etb>0 cosacosh = %[cos(a+b)+cos(a - b)]

exp(a + b) = expaxexpb
sinasinb = %[cos(a - b)— cos(a + b)]

t tina
:eln

a ,oua>0

a alnt . . Ip. .

(7 =" on >0 sin acosb :5[sm(a+b)+sm(a~b)]
cos(a+b): cosacosbh - sinasinb »
) ) ] e =cost +isint
sin{a + b)=sin acos b +cos asinb

l(it ~ir) l(l —4)
. f=— . = §
cos(2t):2coszt~l:1—251n2t cost=a ¢ te ), cht 2 © e
1 = i . 1 1 - B
sin(27) = 2sint cos? sin 1 :—f(e" e .1)’ shi :l(er ~e")
N 21 2

: : . prqg P4
sin p +sing =2sin =———— 008 ——

P 1 2 e™ =e™(cos (B1)+isin(Bt)),ova=at+if
sinp»sinq:2sinp~qcosp;q
cosp+cosq:2cosp;qcos£_—g

2
COS p—COSq :425in!;;13inﬁ

2

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini Comportement a l'origine

lim Inf =4 ; limInf = —o0
t—-o0 1->0

lim ¢ =+4w ; Sia>0, limt* =0 ; si <0, lime® = 4o
{-—y+o0 t->0 t->0

lim e =0 ; . .
{ > —c0 Sia>0 limt¢Int=0.

10
Si@>0, hm % = 4w ; si<0, lim (% =0
>+ {-—>+o0

Croissances comparées a !'infini
e[
Sia>0, lim — = +®©

t—rto0 &
. . Int
Sia>0, lim -— =0
t—>+o0 f&
Formulaire de mathématiques -2 BTS du groupement A



b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

1)

Int

et

t* (a e R)
sin 1

cos

tan¢

/') 1)
1 chs
/ H
! sh ¢

-1

at” Arcsin¢

cos !

—sin¢ Arctan

1 2
=1l+tan“¢
cos’ ¢ e (ae ©)

Opérations

’

@+v) =e'+v
(ku)' =ku

!

() =u'veuv

¢) Calcul intégral

Valeur moyenne de fsur la, b) :

z—l; J:f(t) dt

d) Développements en séries entiéres

(v o u)' = (v' oulu’

(e“) =y

4

(u)_ u——l ’
u =au U

Intégration par parties :

2 3

n
il o)=r-Sor e (T

3

¢) Eqguations différentielles

: t 2P
sml:\—--m+_~+...+(_

1 3t 5!

2 14
COSI:]*_+_f+...+(;

2 4
(l t [)a :~]+.(£[ f,g@{z |

n 1 2

J:u(t) v'(t) dr = [u(t)v(z)]z .

] . . -
(ln u) = —, u a valeurs strictement positives
u

HCALAR) P

Equations

Solutions sur un intervalle 1

a(t) X+ b(t)x =0

f(t) = ke’(;(‘) ou ( est une primitive de / -

ble)

a(t)

ax"+bx' +ex =0

équation caractéristique :
2 C e —

ar” +bhr+c=20

de discriminant A

SiA>0, flt)=Ae" + pe” ..
SiA=0, flt)=(A+u)e ...
)

ol # ct r, sont les racines de I’équation caractéristique
ol r est la racine double de I’équation caractéristique

SiA<0, f(t = [/t cos(,[)’t)+ ,usin(ﬁt)]e(“ ou rp =a+if et r, = a—1f sont les racines

complexes conjuguées de I’équation caractéristique.

Formulaire de mathématiques
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3. SERIES DE FOURIER

J: fonction périodique de période T ;

développement en série de Fourier :

+00

-+o0
st) = ag + Z(ak cos(kw )+ by sin(k wt)) = Zc"ei"“” , (ke IN¥, ne?).

k=1 =
1 2 ra+l 2 ea+l i
=7 j fle)de ; U = L f(t)cos(ker)dt ; by = T L f(t)sin(k @ t)d¢
_lJ- —ina)tdt (ne?); Cn=an : ak—ibk__c ak+ibk:c (keIN*).
Ty ’ 0% 2 : 2 *
4. TRANSFORMATION DE LAPLACE
Fonctions usuelles
1 n
)= )= 2lra)-
e )= ; Llsinlon) () = —2— Plcos(er) () - —L— .
pta P+ +
Propriétés
¥
&
1 ip
y il A I i
flat)u(t) a>0 p [a]
fle—< )t -) F(p)e 7
F)e " ) F(p+a)

flyute)
AORI0
-1 £t)u(r)

L; f(u)ol[(u) du

Ly

t

Fe)u(t) ou

j( ) F)gl — ) U() du

Jfpériodique de période T

pF(p)-- £(0")
P F(p)- pf(0" )~ 1(0")

F'(p)
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3. PROBABILITES

a) Loi binomiale P(X = k)= Cf,pkq"_k ol Cf‘, - : E(X)=np ; (X)) = Jnpq
ki(n—k)
b) Loi de Poisson
T~ 0.2 0.3 0.4 0.5 0,6
—A gk
P(X = k) = 37;—"}— 0 0,8187 0,7408 0,6703 0,6065 0,5488
1 0,1637 | 0,2222 0,2681 03033 03293
2 00164 | 0,0333 0,0536 | 00758 0,0988
E(X)=21
3 0,0011 0,0033 00072 | 00126 06,0198
4 0,0000 | 0,0003 0,0007 | 00016 0,0030
4 (X ) =4 5 0,0000 | 0,0001 0,0002 0,0004
6 0,0000 | 0.0000 0,0000
N 1 1.5 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0.368 0.223 0.135 0.050 0.018 0.007 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0.368 0.335 0.271 0.149 0.073 0.034 0.015 0.006 0.003 0.001 0.000
2 0.184 0.251 0.271 0.224 0.147 9,084 0.045 0.022 0.011 0.605 0.002
3 0.061 0.126 0.180 0.224 0.195 0.140 0.089 0.052 0.029 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.090 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 0.034 0.019
5 0.003 0.014 0.036 0.101 0.156 0.176 0.161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.901 0.004 0.012 0.050 0.104 0.146 0.161 0.149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 0.001 0.003 0.022 0.060 0.104 0.138 0.149 0.140 0.117 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0.065 0.103 0.130 0.140 0.132 0.113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.069 0.101 0.124 0.132 0.125
10 0.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0.099 0.119 0.125
11 0.000 0.002 0.008 0.023 0.045 0.072 0.097 0.114
12 0.001 0.003 0.011 0.026 0.048 0.073 0.095
13 0.000 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 0.073
14 0.000 0.002 0.007 0.017 0.032 0.052
15 0.001 0.003 0.009 0.019 0.035
16 0.000 0.001 0.005 0.011 0.022
17 0.001 0.002 0.006 0.013
18 0,000 0.001 0.003 0.007
19 0.000 0.001 0.004
20 0.001 0.002
21 0,000 0.001
22 0.000

Formulaire de mathématiques -5- BTS du groupement A



¢) Loi normale

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f(x) =

!
J2n

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE .A10,1)

() = P(T <1)= j_’w flx)dx

t 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 0,500 0 0,504 0 0,508 0 0,5120 0,516 0 05199 0,523 9 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 0,543 8 0,5478 05517 0,5557 0,559 6 0,563 6 0,567 5 0,571 4 05753
0,2 0,579 3 0,583 2 0,587 1 0,591 0 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0,606 4 0,6103 06141
03 0,6179 0,621 7 0,6255 0,629 3 0,633 1 0,636 8 0,640 6 0,644 3 0,648 0 0,651 7
04 0,655 4 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,677 2 0,680 8 0,684 4 0,687 9
0,5 0,691 3 0,695 0 0,698 5 0,701 9 0,705 4 0,708 8 0,7123 0,715 7 0,719 0 0,722 4
0,6 0,725 7 0,729 0 0,732 4 0,7357 0,738 9 0,742 2 0,745 4 0,748 6 0,751 7 0,754 9
0,7 0,758 0 0,761 1 0,764 2 0,767 3 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,782 3 0,7852
.8 0,788 1 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,802 3 0,805 1 0,807 8 0,810 6 08133
09 0,8159 0,818 6 0,8212 0,823 8 0,825 4 0,8289 08315 0,834 0 0,836 5 0,8389
1,0 0.8413 0,843 8 0,846 1 0,848 5 0,850 8 08531 08554 0,857 7 0,8599 0,862 1
1,1 0,864 3 0,866 5 0,868 6 0,870 8 08729 08749 0,877 0 0,879 0 0,881 0 0,883 0
1,2 0,884 9 0,886 9 0,888 8 0,890 7 08925 0,894 4 0,896 2 0,898 0 0,899 7 09015
1.3 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0,909 9 09115 09131 0,914 7 0,916 2 09177
14 0,9192 0,920 7 09222 0,923 6 0,925 1 0,926 5 0,927 9 0,929 2 0,930 6 0,9319
1,5 0,933 2 0,934 5 09357 0.9370 0,9382 0,939 4 0,940 6 0,941 8 0,942 9 0,944 1
1,6 09452 0,946 3 0,947 4 0,948 4 0,949 5 0,950 5 09515 0,952 5 0,953 5 0,954 5
17 0,955 4 0,956 4 0,957 3 0,958 2 0,959 1 0,959 9 0,960 8 0,961 6 0,962 5 0,963 3
1,8 0,964 1 0,964 9 0,965 6 0,966 4 0,967 1 0,967 8 0,968 6 0,969 3 0,969 9 0,970 6
1,9 0,971 3 0,971 9 0,972 6 0,973 2 0,973 8 0,974 4 0,975 0 09756 0,976 1 0,976 7
2,0 09772 0,977 9 0,978 3 6,978 8 0,979 3 0,979 8 0,980 3 0,980 8 0,981 2 0,981 7
2,1 0,982 1 09826 0,983 0 0,983 4 0,983 8 0,984 2 0,984 6 0,985 0 0,985 4 0,985 7
22 0,986 1 0,986 4 0,986 8 0,987 1 0,987 5 0,987 8 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,989 0
23 0,989 3 0,989 6 0,989 8 0,990 1 0,990 4 0,990 6 0,990 9 0,991 1 0,9913 0,991 6
24 0,991 8 0,992 0 0,9922 0,992 5 0,992 7 0,992 9 0,993 1 0,993 2 0,993 4 0,993 6
2,5 0,993 8 0,994 0 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0,994 6 0,994 8 0,994 9 0,995 1 01,9952
2,6 0,9953 0,995 5 0,995 6 0,995 7 0,995 9 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 0,996 5 0,996 6 0,996 7 0,996 8 0,996 9 0,997 0 0,997 1 0,997 2 0,997 3 0,997 4
2,8 0,997 4 0,997 5 0,997 6 0,997 7 0,997 7 0,997 8 09979 0,997 9 0,998 0 0,998 1
2,9 0,998 1 0,998 2 0,998 2 0,998 3 0,998 4 0,998 4 0,998 5 0,998 5 0,998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

! 3,0 3,1 3.2 33 34 35 3,6 3.8 4,0 4,5

[1(5) 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,999 841 | 0,999928 | 0,999968 | 0,999 997

Nota : TI(~t)=1-T1(t)
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w Examen ou concours : Série* -
o Numérotez chaque
[7d Spécialité/option : page (dans le cadre
8 . ) en bas de la page) et
= Repére de I'épreuve : placez les feuilles
E i ) intercalaires dans le
0 Epreuve/sous-épreuve . bon sens.
-4 (Preciser, s'il y a lieu, le sujet choisi)
Note : Appréciation du correcteur (uniquement s'il s’agit d'un examen) :
A
* Uniquement s’il s’agit d'un examen.
TRMAT Feuille annexe a rendre avec la copie.
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