Session 2004

- EXAMEN : Dipléme d’Expert Automobile

EPREUVE : Sciences Physiques - Mathématiques Durée: 4 h Coefficient : 1

SOUS EPREUVE : Mathématiques Durée:2h Coefficient : 0,5

On rappelle que la clarté des raisonnements et la qualité de la rédaction entrent pour une part importante
dans I'appréciation des copies.
L'’usage des instruments de calcul et du Jormulaire officiel de mathématiques est autorisé.

Exercice 1 (9 points) Les parties A, B et C sont indépendantes.

Les résultats seront donnés & 10™* prés.

PARTIE A

Une machine fabrique des pi¢ces cylindriques dont le diamétre est noté D.

Ce diamétre suit une loi normale de moyenne m et d'écart type o

La moyenne m peut étre réglée et ovarie lorsque la machine se dérégle.

Les piéces produites sont dites « acceptables » si leur diamétre est égal a 4 cm plus ou moins 0,012 ¢m.
On pourra utiliser la table des valeurs de la loi normale centrée réduite donnée en annexe.

On prend au hasard une piéce dans la production. On note p la probabilité que la piéce soit acceptable.

1- La machine est réglée pour que m soit égale 4 4 cm et que o soit égal a 0,006 cm.
Quelle est alors la valeur de p ?

2- La machine est toujours réglée pour que m soit égale a 4 cm.
Quelle doit étre la valeur de l'écart type o pour que p soit égale 4 0,98 ?

PARTIE B

On considére dans cette partie une machine réglée de telle fagon que le pourcentage de piéces acceptables
qu’elle produit est de 95 %. Elle produit donc 5% de pices défectueuses.

On préléve n piéces au hasard dans la production de cette machine. La production est suffisamment
importante pour que I’on puisse assimiler ce prélévement 4 # tirages avec remise, successifs et indépendants.
On considére la variable aléatoire X qui, a tout prélévement de n piéces, associe le nombre de picces
défectueuses du prélévement.

1- Quelle est la loi suivie par X ?

2- Dans cette question : n = 10.
Calculer la probabilité que le prélévement contienne au plus 2 piéces défectueuses.

3- Dans cette question ; n = 100.

On admet que la loi de probabilité de X peut étre approchée par une loi de Poisson de paramétre A.
On pourra utiliser la table des valeurs de la loi de Poisson donnée en annexe.,

a- Donner la valeur de A.

b- Calculer la probabilité que le prélévement contienne plus de 3 piéces défectucuses.
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PARTIE C
Un atelier utilise 2 machines MetM,.
La machine M; assure 40 % de la production de I’atelier et est réglée de telle fagon que 5 % des piéces
qu’elle fabrique sont défectueuses.
La machine M, assure 60 % de la production de Patelier et est régice de telle fagon que 1 % des picces
qu’elle fabrique sont défectueuses.
On tire une piéce au hasard dans la production de Patelier et on note :

A l'événement : « la piéce tirée provient de la machine M;. »

B I'événement : « la pice tirée provient de la machine M. »

D I'événement : « la piéce tirée est défectueuse. »

On note P(E) la probabilité d’un événement E.
F étant un événement de probabilité non nulle, on note P(E|F) ou PH(E) la probabilité de E sachant F.

1- Donner les valeurs de P(A), P(B), P(D|A) et P(D/B).
2- En déduire la probabilité que la piéce tirée soit défectueuse.

3- On constate que la piéce tirée est défectueuse.
Quelle est la probabilité qu'elle provienne de la machine M, ?

Exercice 2 (11 points) Les parties A, B et C sont indépendantes.
PARTIE A : Résolution d’une équation différentielle.
On considére I’équation différentielle (E) : y'— y=(x2+4x+3)e>.

Son inconnue y est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable sur R, et y'est sa fonction
dérivée.

1- Déterminer les solutions sur R de I’équation différentielle (o) : y-y=0.
2- Soit / 1a fonction définie pour tout réel x par: A(x)=(ax*+bx+c)e’™, oil a, bet ¢ sont des réels,
a- Calculer, pour tout réel x, le nombre 4 (x)en fonction de a, bet c.

b- Déterminer les réels a, b et ¢ tels que % soit solution de I’équation différentielle (E).
3- En déduire I’ensemble des solutions sur R de I’équation différentielle (E).

4- Déterminer la solution f de I’équation différentielle (E) dont la representation graphique dans un repere
passe par le point de coordonnées (0;1).
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PARTIE B : Etude d’une fonction. _ : _

On considére la fonction £ de 1a variable réelle x définie pour tout rée} x par: f(x)=(x2+2x+1)e*.
On appelle C sa courbe représentative dans un repére (0:i;)).

1- Calculer la limite de la fonction Jquand x tend vers +w.

2- Calculer la limite de la fonction J/quand x tend vers -0,
Donner une interprétation graphique du résultat.

3- Montrer que la fonction dérivée de Ia fonction f'est définie pour tout réel x par: f'(x) =2(x*+3x+2)e*.
4- a- Etudier le signe de # (x).
b- Donner le tableau de variations de la fonction £

§- a- Déterminer le développement limité & I’ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction x > 2
b- En déduire le développement limité 3 I’ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction f

¢- En déduire I’équation de la tangente T 4 la courbe C au point de la courbe d’abscisse 0.

PARTIE C : Calcul intégral.
On considére les intégrales I et J suivantes : [ = I__; (x*+2x+D)edx et J = _E; (x+D)e*dx .

1- a- On note g la fonction définie pour tout réel x par : g(x) = (x+1)e**.

On considére la fonction G définie pour tout réel x par : G(x) = (ax+5)e™ , ot aet b sont des réels.
Déterminer les valeurs de aet 5 telles que la fonction G soit une primitive sur R de la fonction g

b- En déduire la valeur exacte de J puis une valeur approchée de J 3 107 pres.
2- a- A ’aide d’une intégration par parties, montrer que: I=-2e*-7J.

b- En déduire la valeur exacte de I puis une valeur approchée de 1a 107 prés.

3/3



Formulaire de mathématiques

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab)=Ina+Inb, ola>0etb>0
expla +b)= expaxexpbh

¢ thna

a =¢e ,oua>0

1% =@M Ghs>0
cos(a + b)= cosacosb —sinasinb
sin(a+b)=sinacosb +cosasinb

cos(2t)=2cos2t—1=l—23in2t

sin(2¢)= 2sintcost

pt+ 9. P q
sin p +sin 2sin~—*cos —=
p q= 2 2
) 2 q +q
sin sin 2sin ——* ——
p—sing= 2 2
pt q -9
€08 p + cos 2cos—= ———
preosq= 2 2
cos p—cosqg =—2sin p;—q sin%

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles
Comportement a l'infini

lim Int =40 ;
fstoo

lim e =40 ;
fdton

lim e =0 ;
{—y—o0

Sia>0, lim % =+4e ;
1—too

Croissances comparées a l'infini
. e
m — =4
f—>400 ¢

lim ¢
t—>+os

sia<0,

Sia>0,
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IZ=0

cosacosbh = % [cos(a +8)+ cos{a—b)]
singsinb = %[cos(a —b)—cos(a+b)]
sinacosb= % [sin(a + b)+sin(a - b)]

e =cost +isins
°°s’=%(°u +°—i')’ °h’=%(€'+e_')

sin# =—21_i it —e"i‘), sht =—]i-(e’ —e")

e =e®(cos (B 1)+isin{f¢)),oua=a+ip

Comportement a l'origine

limint =—eo

t—0

Sia>0, im*=0; si <0, lim ¢*
—0 t—0

Sig>0, limt*Int=0.

t—0
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b) Dérivées et ves

Fonctions usuelles

76) )0 Ji0) G

Int 1 cht sh ¢
. t

e e’ sht cht

a R ar®! :
(e R) Arcsin? 5
sin ¢ cos t 1-1
. 1
cos ¢t —sinf Arctan?
1+¢
1
=l+tan

ant cos? ¢ “* ae € ae”

Opérations
: (u+v), =u'+v
(3 u)’ =kv

(uv)' =u'v+uv

¢) Calcul intégral

Valeur moyenne de fsur [a, b} :

L[ 0w

d) Développements limités

2
S TLEML S +£—~+t e(t)
1 2

1 2 n n
—_— =1+t -4+ _.”" +1 t
141 { ( H S()

2 P Lt
In(l+¢)= t——2—+—+ i

3 +t e (t)

¢) Equations différentielles

(in u) ==, u a valeurs strictement positives

(u“)' =au®ty

Intégration par parties :

fu(t) ) de = OO, j wle) vle) &

3,5 2p+l
ing="L_ L ! 2p+t
sint = 3!+5’+ +(=1)? (2 )+t eft)

2
cost=1-'2! + 4 1)1’(7_)“2%(,)

a_,, 0 a(a—-l)z
1+1) -1+1!t+——2! ! -

Equations

Solutions sur un intervalle [

a(t)x’ +b(f)x=0

7)= ke ou G est une primitive de > 214 o)

alr)

ax"+bx" +ex=0
équation caractéristique :
ar’ +br+c=0

de discriminant A

SiA>0, f{t)=2e" +pe™
SiA=0, f(t)=(+pu)e"
Sia<0, f(t)=[Acos(B)+ usin(B)e*’ ou #
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+___+g£¢£_l);j¢ut+_l)t,, +t"e (I)

ol r; et r, sont les racines de I’équation caractéristique
ou r est la racine double de 1’équation caractéristique

=q@+iff et , = —if sont les racines
complexes conjuguées de 1’équation caractéristique.




3. PROBABILITES

& n!

2) Loibinomsle P(x =k)=Clpfq™*  on C;Fm i E(X)=np ; o(X)= Jnpq
b) Loi de Poisson e
. i~ | o2 03 0.4 0,5 0,6
P(X =k)= i k'l 0 08187 | 0,7408 | 0,6703 | 06065 | 05488
1 0,1637 | 02222 | 02681 | 03033 | 03293
E(X)=1 2 00164 | 0,333 | 00536 | 00758 | 0,0988
3 00011 | 00033 | 00072 | 00126 | 00198
4 0,0000 | 00003 | 0,0007 | 0,0016 | 0,0030
r(x)=24 5 0,0000 | 00001 | 0,0002 | 0,0004
6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
| 1 15 2 3 " 5 6 7 8 9 10
0 0368 0.223 0.135 0.050 0.018 0.007 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0.368 0.335 02 0.149 0.073 0.034 0.015 0.006 0.003 0.001 0.000
2 0.184 0.251 0.271 0.224 0.147 0.084 0.045 0.022 0.011 0.005 0.002
3 0.061 0.126 0.180 0.224 0.195 0.140 0.089 0.052 0.029 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.090 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 0.034 0.019
5 0.003 0.014 0.036 0.101 0.156 0.176 0.161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 0.012 0.050 0.104 0.146 0.161 0.149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 0.001 0.003 0.022 0.060 0.104 0.138 0.149 0.140 0.117 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0.065 0.103 0.130 0.140 0.132 0.113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.069 0.101 0.124 0.132 0.125
10 0.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0.099 0.119 0.125
11 0.000 0.002 0.008 0.023 0.045 0.072 0.097 0.114
12 0.001 0.003 0.011 0.026 0.048 0.073 0.095
13 0.000 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 0.073
14 0.000 0.002 0.007 0.017 0.032 0.052
15 0.001 0.003 0.009 0.019 0.035
16 0.000 0.001 0.005 0.011 0.022
17 0.001 0.002 0.006 0.013
18 0,000 0.001 0.003 0.007
19 0.000 0.001 0.004
20 0.001 0.002
21 0,000 0.001
22 0.000
¢) Loi exponentielle
Fonction de fiabilité : R(f)= e E(X)= % (M.T.B.F.) o(X)= %
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TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

d) Loi normale

xz

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f(x)= L e 2

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE A(0,1)

R
N
ne)=Prs<i)= j_’m f)dx ‘
t 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 ° to,()6 0,07 0,08 0,09

0,0 0,500 0 0,504 0 0,508 0 0,512 0 0,516 0 0,519 9 0,523 9 0,527 9 0,5319 0,5359
0,1 0,539 8 05438 0,547 8 0,5517 0,555 7 0,559 6 0,563 6 05675 05714 0,5753
0,2 05793 0,5832 0,587 1 0,591 0 0,5948 0,598 7 0,602 6 0,606 4 0,6103 0,614 1
4 03 0,617 9 06217 0,625 5 0,629 3 0,633 1 0,636 3 0,640 6 0,6443 0,6480 0,651 7
0,4 0,655 4 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,6772 0,6808 | 0,6844 0,6879
05 0,691 5 0,695 0 0,698 5 0,701 9 0,705 4 0,708 8 0,712 3 0,7157 0,719 0 0,722 4
06 | 07257 0,729 ¢ 0,732 4 0,7357 0,7389 0,7422 0,745 4 0,7486 | 0,7517 0,754 9
0,7 0,758 0 0,761 1 0,764 2 0,767 3 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,7823 0,7852
0,8 0,788 1 09,7910 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,802 3 0,805 1 08078 | 038106 08133
0,9 08159 03186 0,821 2 0,8238 08254 0,828 9 0,3315 0,834 0 0,8365 0,8389

1,0 | 08413 0,843 8 08461 08485 08508 08531 0,8554 08577 | 08599 0,862 1
L1 08643 0,866 5 0,868 6 0,870 8 08729 0,8749 0,8770 08790 | 08810 0,883 0
L2 | 08849 0,886 9 08888 0,890 7 08925 0,894 4 0,896 2 08980 | 03997 09015
1,3 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0,909 9 09115 09131 09147 | 09162 09177
14 | 09192 0,9207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 0,9306 0,931 9
1,5 0,933 2 09345 0,9357 09370 09,9382 0,939 4 0,940 6 09418 | 09429 09441
1,6 | 09452 09463 0,947 4 0,948 4 0,949 5 0,950 5 09515 09525 | 09535 09545
1,7 | 09554 0,956 4 09573 0,958 2 09591 09599 0,960 8 09616 | 09625 0,9633
1,8 | 09641 0,964 9 09656 0,966 4 09,9671 09678 0,968 6 0,969 3 0,969 9 0,970 6
1,9 | 09713 09719 09726 09732 09738 09744 0,975 [] 09,9756 0,976 1 0,976 7

20 | 09772 09779 09783 09788 09793 09798 0,980 3 0,980 8 09812 09817
2,1 09821 0,982 6 0,983 0 0,983 4 09838 0,9842 0,984 6 0,9850 0,9854 0,985 7
22 | 09861 0,986 4 0,986 8 0,9871 0,987 5 09878 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,989 ¢
23 0,989 3 0,989 6 09898 09901 0,990 4 0,990 6 0,990 9 0,991 1 0,9913 0,991 6
24 | 09918 09920 09922 09925 09927 0,992 9 0,993 1 0,9932 0,993 4 0,993 6
25 0,993 8 0,994 0 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0,994 6 09948 0,994 9 09951 0,9952
2,6 09953 09955 0,995 6 09957 0,995 9 0,996 0 0,991 0,996 2 0,9963 0,996 4
2,7 0,996 5 0,996 6 0,996 7 0,996 8 0,996 9 0,997 0 09971 0,9972 0,9973 0,997 4
28 | 09974 09975 0,997 6 0,997 7 09977 0,997 8 09979 09979 0,998 0 0,998 1
29 | 09981 0,998 2 0,9982 0,998 3 0,998 4 0,998 4 09985 0,998 5 0,998 6 0,998 6

¢

30 3,1 32 33 3.4 35 X 38 4,0 4,5

I1() 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,99; 841 | 0,999928 | 0,999968 | 0,999997

Nota : TI(-t)=1-TI(t)
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