SESSION 2005

DIPLOME D’EXPERT EN AUTOMOBILE

MATHEMATIQUES

(partie de I’épreuve de sciences physiques — mathématiques de coefficient 1)

Durée de ’épreuve : 2 heures

CALCULATRICE AUTORISEE

Le candidat n’utilise qu’une machine sur la table, Toutefois, si celle-ci vient connaitre une
défaillance, il peut Ia remplacer par une autre.
Afin de prévenir les risques de fraude, sont interdits les échanges de machines entre les candidats,

La clarté des raisonnements et la qualité de la rédaction interviendront pour une part importante
dans I’appréciation des copies.

Des que le sujet vous est remis, assurez-vous qu’il est complet.
Ce sujet comporte : 5 pages numérotées de ] g 5
dont l'annexe a rendre avec lg copie.
1l est accompagné d’un Jormulaire de 4 pages.
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Exercice 1 (12 points)

Partie A : Calculs statistiques

Le tableau ci-dessous donne les effectifs des voitures particulieres du parc automobile francgais en
circulation au 31 décembre de six années consécutives.

Années 1998 1999 2000 2001 2002 2003
0 1 2 3 4 5
26 810 | 27480 | 28060 | 28700 | 29 160 | 29 560

1)

a) On considere les rangs x; et les effectifs ¥:. Déterminer, a 1072 prés, le coefficient de
corrélation linéaire de cette série statistique. Que peut-on en déduire ?

b) Déterminer une équation de la droite de régression de y en x par la méthode des moindres
carres (les coefficients seront donnés a I’unité pres).

¢) On admet que la tendance observée se poursuit au dela de I’année 2003. En déduire le
nombre de voitures particuliéres en circulation au 31 décembre 2005.

Au 31 décembre 2002, les 29 160 milliers de voitures
de la fagon suivante :

particuliéres en circulation, se répartissaient

Classes d’age des | Nombres de voitures Cumuls en
voiltures en années en milliers pourcentage
[0;2] 4553 15,6 %
[2;5] 6288 37,2 %
[5;10[ 8915 67,7 %
[10;15] 6863 91,3 %
[15; + oof 2 541 100 %
Total 29 160

2)
a) Déterminer la classe médiane.
Par interpolation linéaire, calculer a 10~ pres, I’age médian m. Justifier le calcul.

b) On assimile la classe [15; + o[ & une classe [15, 25[ et, en utilisant les centres des classes,
on obtient une série statistique dont les effectifs sont les nombres de voitures en milliers.

Déterminer, 4 107! pres, la moyenne x et I’écart-type o de cette série (x représente l'dge
moyen des voitures particuliéres en circulation au 31 décembre 2002).
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Partie B : Calculs de probabilités

Dans cette partie, on considére le parc automobile formé par les véhicules de tourisme utilisés en
2004 dans une grande entreprise.

D

2)

On choisit au hasard un véhicule de ce parc.

On note X la variable aléatoire qui 4 tout échantillon de 100 vehicules de tourisme de ce parc
associe le nombre de véhicules de tourisme ayant été impliqués en 2004 dans un accident avec
dommage corporel.

On suppose que X suit 1a loi de Poisson de parametre 0,4,

Calculer, 4 107 pres, les probabilités P(X = 0), P(X = 1) et PX=2).

On choisit au hasard un véhicule de ce parc. On suppose que la probabilité qu’il ait subi en 2004
au moins un sinistre est 0,24,

On choisit successivement et au hasard 200 véhicules de tourisme de ce parc. On assimile ce
choix a un tirage avec remise.

On note Y la variable aléatoire qui & tout échantillon de 200 vehicules de tourisme de ce parc
associe le nombre de véhicules de tourisme ayant subi en 2004 au moins un sinistre,

a) Quelle est la loi suivie par ¥ ? Calculer, & 10~ pres, espérance et I’écart-type de la variable
aléatoire Y.

b) Calculer, 4 107 pres, la probabilité P(Y = 50).

On approche la loi de probabilité de Y par la loi normale N(48 ; 6). On considére une variable
aléatoire Z qui suit cette loi normale.

¢) Calculer les probabilités P(Z > 42) et P(49,5 < Z< 50,5).

d) Déterminer, a 107" prés, le réel A tel que la probabilité P(48 — h < Z <48 + 1) soit égale a
0,95.
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Exercice 2 (8 points)

Partie A
L’étude d’un systéme mécanique conduit & Péquation différentielle
(E) y"+3y'+2y=e”,
ou y est une fonction de la variable réelle 7, définie et deux fois dérivable sur IR.
1) Résoudre sur R I’équation différentielle : y'+3y'+2y=0.

2) Montrer qu’il existe une constante réelle a telle que la fonction g définie sur IR par
g(t) = ate™ soit une solution de I’équation (E).

3) Déduire des questions précédentes la solution genérale de I’équation (E).

4) Déterminer la solution 4 de I’équation (E) telle que A#(0)=1 et A'(0)=0.

Partie B

On considére la fonction £, définie sur [0 ; + oo [,par f(r)=(t+1)e™.
On note € sa courbe représentée dans le repére (O 7, j) sur ’annexe a rendre avec la copie.

. .. . . t
1) Deéterminer la limite de la fonction fen + o (on rappelle que thm —=0).
—+to e

En donner une interprétation graphique.

2) Onnote /' la fonction dérivée de la fonction I
Montrer que, pour tout f appartenant 4 [ 0; + [, f'(f)=—re™.

3) Etudier le sens de variation de la fonction f'sur [0 ; +oo].

4) On note / =jo3f(z)dt.

a) Calculer / 4 I'aide d’une intégration par parties.

b) Interpréter géométriquement le résultat précédent sur le graphique de ’annexe 4 rendre avec
la copie.
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ANNEXE A RENDRE AVEC LA COPIE
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab)=Ina+Inb, ota>0eth>0
exp(a+b) = expaxexpbh

d=eM Gug>0

1% =@M Gy
cos(a + b) = cosacos b —sin asin b

sin(a +b) =sinacosh + cosasin b

cos(2f) = 2cos?-1= 1-2sin? ¢

sin (2f) = 2sintcost

sin p+sing = 2smp2q ﬁz—q

sinp—sinq=25mp2qcosp 9

2
Cosp+cosg = 2cosp2q pzq

cos p— cosq——ZSmpzq inf2—9

2

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement  l'infini

lm Inz =+ ;
{—>+c0

lim e =+ ;

{—>+00
lim e’ =0 ;
{—>—o0
Sia>0, lim % =+ ; si <0,

t—>+00

Croissances comparées & Uinfini

el

Sia>0, lim —=+w
>+ &

. . Int

Sia>0, lim — =0
r>+w (2

Formulaire de mathématiques

cosacosb =%[cos(a+b)+cos(a—b)]

sin asin & =%[cos(a~b)~cos(a+b)]

sinacosb=?12-[sin(a+b)+sin(a—b)]

ell

=cost+isin¢

cost = %(e" + e_i')

sinz = —217(ei’ —e—i')

eal

1

=e% (cos(B1) +isin (B1), ot a=a+if

Comportement g l'origine

limlnz = -0
-0

Sia>0, im?% =0 ; si <0, lim 1% =+

10 {0

Sia>0 limFinr=0

-0




b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

J@ f® f@® F'®
1 1
Int - Arcsins 3
d 1-¢
e e 1
1 Arctant 2
t* (ae R) at® 141
sin ¢ cos ¢ e” (a e C) ae®
cos ¢ —sin ¢
tan 12 =1+tan?¢
cos* ¢ i

Opérations
(u+v)'= u' +v'
(ku)'=ku'
(uv)'= u'v+uy

g
u u

' t H
(u) u'v—uv
v V2

¢) Calcul intégral

Valeur moyenne de f sur [a, b] :

(1)

d) Développements limités
2 n
t
e =1+i+—+---+t—+t"s(t)
1 2! n!

L P S ) LI
el e ) 72 )

¢) Equations différentielles

Intégration par parties :

J.:u(t) V'(t) dr = [u(t)v(t)]g - Jju'(t) v(t) de

sint—L_i+i+...+(_1)P t2p+1 +t2p+18(t)
TRETIET Gp+1)!
2 4 2p
cost:l—t—+t_+...+(_1)p ! +t2p8(t)
2t 4 (2p)
(]+l)a:1+£t+—————a(a_1)t2+...+a(a_l) (a_n+l)tﬂ t"e(t)
1 2 t

Equations

Solutions sur un intervalle I

a(t) x + b(t) x=0

)= ke~ G0 oy G est une primitive de £ 7[—)
a

20)

" +bx +ex=0

€quation caractéristique :
2 =

ar“+br+c=0

de discriminant A

Sid>0, f(t)= A" + pe™ ........
Sid=0, f(t)= (A + p)e”
Sid<o, f()= [ﬂ cos(B1)+ usin(B1)le®’ on n=a+if et , = o —if sont les racines

ou et r, sont les racines de I’équation caractéristique

ot 7 est la racine double de I’équation caractéristique

complexes conjuguées de I’équation caractéristique.
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3. PROBABILITES

2 n!

a) Loi binomiale P(x = k)= Cﬁpkq”"k ou C,, = ; E(X)=np ; a(x) m
b) Loi de Poisson
o PN 0,2 03 0,4 0,5 0,6
Plx =k)=2 k'l 0 08187 | 07408 | 0,6703 | 0,6065 | 05488
1 01637 | 02222 | 02681 | 03033 | 03293
E(x) =2 2 00164 | 0,0333 | 00536 | 00758 | 0,988
3 0,0011 | 0,0033 | 00072 | 00126 | 0,0198
4 0,0000 | 00003 | 00007 | 00016 | 0,0030
r(x)=2 5 0,0000 | 00001 | 00002 | 0,0004
6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
IR 15 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0.368 0223 | 0135 0.050 0.018 | 0.007 0.002 0.001 0.000 | 0000 | 0.000
1 0368 | 0335 | 0271 0.149 0073 | 0.034 | o0.015 0.006 0.003 0.001 | 0.000
2 0184 | 0251 0.271 0.224 0.147 | 0084 | 0.045 0.022 0.011 0.005 | 0.002
3 0.061 0126 | 0.180 0.224 0.195 0.140 | 0089 | 0.052 0029 | 0015 | 0.008
4 0015 | 0047 | o0.090 0.168 0195 | 0.176 0.134 | 0.091 0057 | 0034 | 0019
5 0.003 | 0.014 0.036 0.101 0156 | 0.176 0.161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 | 0.012 0.050 0104 | 0146 | o0.161 0.149 0.122 0.091 | 0.063
7 0.000 | 0.001 0.003 0.022 0060 | 0104 | o0.138 0.149 | 0.140 0.117 | 0.09
8 0.000 | 0.001 0.008 0030 | o0.065 0103 | 0.130 0140 | 0132 | o113
9 0.000 0.003 | 0013 | 0.036 0.069 | 0.101 0.124 0132 | 0125
10 0.001 0.005 | 0.018 0.041 0.071 0099 | 0119 | 0125
11 0.000 0.002 | 0.008 0.023 0.045 0.072 0.097 | 0.114
12 0.001 0.003 0.011 0.026 0.048 0.073 | 0.095
13 0.000 | 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 | 0.073
14 0.000 0.002 0.007 0017 | 0032 | 0052
15 0.001 0.003 0009 | 0019 | 0.035
16 0.000 0.001 0.005 | 0011 | o0.022
17 0.001 0.002 0.006 | 0.013
18 0,000 0.001 0.003 | 0.007
19 0.000 0.001 | 0.004
20 0.001 0.002
21 0,000 | 0.001
2 0.000
¢) Loi exponentielle
Fonction de fiabilité : R(r) = ¢~ E(x)= % (M.TBF) o(x)= %
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d) Loi normale

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f (x)=

1

V2n

2

e 2

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE A ©,1)

S

n@)-rPr<i= [ r(x)ax ¢
—a0
0 ¢
t 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,500 0 0,504 0 0,508 0 0,5120 0,516 0 0,519 9 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,539 8 0,543 8 0,547 8 0,5517 05557 0,559 6 0,563 6 0,567 5 0,571 4 0,5753
0,2 0,579 3 0,583 2 0,587 1 0,591 0 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0,606 4 0,610 3 0,614 1
0,3 0,617 9 0,621 7 0,6255 0,629 3 0,633 1 0,636 8 0,640 6 0,644 3 0,648 0 0,6517
04 0,655 4 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,677 2 0,680 8 0,684 4 0,687 9
0,5 0,6915 0,695 0 0,698 5 0,701 9 0,705 4 0,708 8 0,712 3 0,7157 0,719 0 0,722 4
0,6 0,725 7 0,729 0 0,7324 0,7357 0,7389 0,742 2 0,745 4 0,748 6 0,751 7 0,754 9
0,7 0,758 0 0,761 1 0,764 2 0,767 3 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,782 3 0,7852
0,8 0,788 1 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,8023 0,805 1 0,807 8 0,810 6 08133
0,9 0,815 9 0,818 6 0,821 2 0,823 8 0,825 4 0,8289 0,8315 0,834 0 0,836 5 0,8389
1,0 0,841 3 08438 0,846 1 0,848 5 08508 0,8531 0,8554 0,857 7 0,859 9 0,862 1
1,1 0,864 3 0,866 5 0,868 6 0,870 8 0,872 9 0,874 9 0,877 0 0,879 0 0,881 0 0,883 0
1,2 0,884 9 0,886 9 0,888 8 0,890 7 0,8925 0,894 4 0,896 2 0,898 0 0,899 7 09015
1,3 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0,909 9 09115 09131 09147 0,916 2 09177
1,4 09192 0,920 7 09222 0,923 6 09251 0,926 5 09279 0,929 2 0,930 6 09319
1,5 0,933 2 09345 09357 0,937 0 0,938 2 0,939 4 0,940 6 0,941 8 0,942 9 0,944 1
1,6 0,945 2 0,946 3 0,947 4 0,948 4 0,949 5 0,950 5 0,951 5 09525 0,953 5 0,954 5
1,7 0,9554 0,956 4 0,957 3 0,958 2 0,959 1 0,959 9 0,960 8 0,961 6 0,962 5 0,963 3
1,8 0,964 1 0,964 9 0,965 6 0,966 4 0,967 1 0,967 8 0,968 6 0,969 3 0,969 9 0,970 6
1,9 0,971 3 09719 09726 09732 09738 0,974 4 09750 0,975 6 0,976 1 0,976 7
2,0 0,977 2 09779 0,978 3 0,978 8 09793 0,979 8 0,980 3 0,980 8 0,981 2 0,981 7
2,1 09821 0,982 6 09830 0,983 4 0,983 8 0,984 2 0,984 6 0,9850 0,985 4 0,985 7
2,2 0,986 1 0,986 4 0,986 8 0,987 1 0,987 5 0,987 8 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,989 ¢
2,3 0,989 3 0,989 6 0,989 8 0,990 1 0,990 4 0,990 6 0,990 9 09911 0,9913 0,991 6
2,4 0,991 8 0,9920 0,992 2 0,992 5 0,992 7 0,9929 0,993 1 0,993 2 0,993 4 0,993 6
2,5 0,993 8 0,994 0 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0,994 6 0,994 8 0,994 9 0,995 1 0,995 2
2,6 0,9953 0,995 5 0,995 6 09957 0,995 9 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 0,996 5 0,996 6 0,996 7 0,996 8 0,996 9 0,997 0 0,997 1 0,997 2 0,997 3 0,997 4
2,8 0,997 4 0,997 5 0,997 6 0,997 7 0,997 7 0,997 8 0,997 9 0,997 9 0,998 0 0,998 1
2,9 0,998 1 0,998 2 0,998 2 0,998 3 0,998 4 0,998 4 0,998 5 0,998 5 0,998 6 0,998 6
TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢
t 3,0 3.1 3.2 33 34 35 3,6 38 40 45
() 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,999 841 0,999 928 | 0999968 | 0,999 997

Nota: TI(~t)=1-T1(r)
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