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MATGRAI1

Exercice 1 (11 points)

Le but de cet exercice est d’étudier quelques propriétés d’un filtre numérique N et de comparer des effets
de ce filtre avec ceux d’un filtre analogique A.

Partie I

On rappelle que tout signal discret causal est nul pour tout nombre entier strictement négatif.

Soient x(n) et y(m) les termes genéraux respectifs de deux signaux discrets causaux représentant,
respectivement, ’entrée et la sortie du filtre numeérique N. Ce filtre est congu de telle sorte que, pour tout

nombre

entier n positif ou nul, on a :

y(n)—y(n—-2)=0,04x(n-1).

1. On note Zx et Zy les transformées en Z respectives des signaux causaux x et ¥. Montrer que, pour

tout

nombre complexe z différent de -1 et 1, on a :

0,04z
(D)(2)= m(z’c)(z)-

2. On suppose que le signal d’entrée est 1’échelon unité discret :

b)

d)

0 si 0
x(n) = e(n) avec e(n)= {1 ssil::o .

Montrer que, pour tout nombre complexe z différent de -1 et 1, on a

0,04z
Z =—"
(@)z) (z - 1)2 (z + 1)

Calculer les constantes réelles A, B et C telles que :

0,04z __A N B + C
(2—1)2(z+1) (z-1)? z-1 z+1°

En remarquant que :
(Z)(2) _ 0,04z

z _(z—l)z(z+1)

montrer que, pour tout nombre entier 7 positif ou nul, on a :
¥(m)=0,02n+0,01(1 - (=1y" ).

Déterminer y(2k)puis y(2k + 1) pour tout nombre entier naturel %.

En déduire que pour tout nombre entier naturel kiona: y(2k+1)= y(2k+2).

Représenter graphiquement les termes du signal causal y lorsque le nombre entier » est compris
entre -2 et 5.
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MATGRAIL

Partie I1

On rappelle que la fonction échelon unité, notée U, est définie par :

U =0sit<0
U)=1sit20
Soit la fonction fdéfinie pour tout nombre réel ¢ par :

£ =sin(200U (1) .

On note F la transformée de Laplace de la fonction f. Le signal de sortie du filtre analogique A est
représenté par la fonction s dont la transformée de Laplace S est telle que :

s(p) =2

1. Justifier que, pour tout nombre réel # positif ou nul, on a :
t
s(t) = Iof(u) du .

2. En déduire que, pour tout nombre réel 7 positif ou nul, on a :

1-cos(20¢)

="

3. Donner sans justification la valeur maximale et la valeur minimale de la fonction s.

4. Tracer, sur le graphique du document réponse, I’allure de la courbe représentative de la fonction s.
Il n’est pas demandé d’étudier la fonction s.

La figure du document réponse montre une simulation du résultat obtenu en sortie du filtre numérigue
soumis a une version échantillonnée de la fonction f; lorsque la période d ‘échantillonnage est 0,02.

3/5



MATGRAI1
Exercice 2 (9 points)

Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A

Soient & et B deux nombres réels,

Soit f'une fonction périodique de période 1, définie sur I’intervalle [0;1[par f()=ct+p .

On appelle a,,a, et b, les coefficients de Fourier associés 4 la fonction f.
o4
1. Montrer que q, = 3 + /5.

a .
2. Montrer que b, = —— pour tout nombre entier naturel # non nul.
nm

On admet que a, =0 pour tout nombre entier naturel » non nul.
3. On se propose de déterminer les nombres réels aet £ pour que le développement S en série de

Fourier de la fonction f'soit défini pour tout nombre réel ¢ par S(¢) = Z lsin(21fz ).
n=1 B

. . . 1 .
a) Déterminer les nombres réels o et B telsque g, =0et b, =— pour tout entier naturel n non
n

nul.
En déduire I’expression de la fonction §A

b) Représenter la fonction S sur Iintervalle [-2 ; 2] dans un repere orthogonal.
Partie B
On veut résoudre I’équation différentielle
sS"O)+s(@) = £() .

On admet que I’on obtient une bonne approximation de la fonction s en remplagant f(¢) par les premiers
termes du développement en série de Fourier de la fonction f obtenus dans la partie A, c’est-a-dire par :

sin(2x ) + %sin(47x ).

Soit (E) I’équation différentielle :
s"(t) + s(t) = sin(2nt) + %sin(4n 1.

1. Vérifier que la fonction s, définie pour tout nombre réel ¢ par:

s (1) = sin(2n¢) + sin(4nt)

1-4x?
est solution de 1’équation différentielle (E).

1
2(1-16n?)
2. Résoudre ’équation différentielle (E).
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES

BTS : GROUPEMENT A

CONTROLE INDUSTRIEL ET REGULATION AUTOMATIQUE
ELECTROTECHNIQUE
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab) =Ina+Inb, oha>0ets>0 cosacoéb=%[cos(a+b)+cos(a—b)]

exp(a+b)=expaxexpb

t_otna sinasinb=%[cos(a—b)—cos(a+b)]

a ,oug>0

o _ahr . . Ir. .
" =ec ,our>0 smacosb=5[sm(a+b)+sm(a—b)]
cos(a+b)=cosacosb—sinasinbd
it P

. . . e =cosz+isint
sin(a + b) =sinacosb +cosasinb

2 .2 cost=-1—(ei'+e"i’)
cos(2t) =2cos“t—1=1-2sin"¢ 2

in (2¢) = 2sin¢ t : H
sin (2¢) = 2sin fcos sint=i(e"—e_")

WE L et aie
+ip
- + " .

qucos.P 9 oo o i -

2

cosp+cosg = ZCOS-‘D;—qCOSP—;q—

sin P—9q
2

sinp+si11q=25in£—42':—q-cos—‘g—_-‘i

2 L et ,=ea'(cos(ﬁt)+i.§iq(pt));oﬁa-=a

$in p —sing = 2sin

cos p—cosqg =—2sin P;q

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL ’ .

a) Limites usuelles ‘
Comportement & l'infini Comportement a l'origine

lim Int=+eo ; limlnz==-c0
4o t->0

lim ef =+eo ; Sia>0, lim:®=0; si@<0, limt% =+o
13400 1—0 10
lim e’ =0 . .
{ e Sia>0 lim:*nr=0.

1—0 .

Sia>0, lim t% =+eo ; sia<0, lim t*=0
t—r+oa t—rtoo

Croissances comparées & linfini

ct

Siag>0, im — =400
t—y4o0 § &

Sia>0, lim =0
t—>tea (&
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b) Dérivées et primitives
Fonctions usuelles

pi0) bA0) S @
1 1
Int - Arcsint
¢ 1-¢2
e ef 1
. Arctant —
% (ae R) at®” 1+¢
sint cost e” (ae C) ae
cost —sint
1 2
tan? 3 =1+tan“¢
cos“ ¢
QOpérations
(u+v) =u'+v (vou)’= (v'ou)u'
(ku) =k’

(uv)lz Wv+uv

1 __«
u u?

?

’ ’
u) _wv-uv
v v2

¢) Calcul intégral
Valeur moyenne de fsur[a, b] -

L[ 0w

d) Développements limités

; t 1? ",
e =l+—+—+-t—+1"s(t)
1! 21 nl

1 2 n o
— =]—tf+1? et (=1 t
1+1¢ #2417 )
t2 z3 |t"

ln(1+t)=t—?+?+...+(—1)"' +1"e (¢)

n

¢) Egquations différentielles

u' u_
(Y=ot
4

’
U N . "
(lnu) =—, u a valeurs strictement positives
U

’

’
(ua) =aua—l u

Intégration par parties :

| :u(t) V) dt = Wl - | :u'(t) o) dt

i 2.7 2 i 2p+H
sint = ———t oot (21 4127 1)
1t 3t 51 2p+1)!
2 4 Zp
COSt:l—t—-+t—+...+(_1)p_t_.+t2PE(t)
20 4! 2p)
(1+Z)a =l+gt+_a(_a.__1)’2 +...+a(a—l)'"(a_n+l)tn +" E(t)
! !

1!

Equations

Solutions sur un intervalle I

a(t)x'+ b(t)x=0

f(t)= ke—G(t) oi1 G est une primitive de 7 — _(—tj
a

bt

ax”+bx +ex=0

équation caractéristique :
2 —

ar“ +br+c=0

de discriminant A

SiA>0, ft)=Ae" +ue™ ...
Sia=0, f{t)=(Ar+pu)e”
Sia<o0, f{t)= [Z.cos(ﬁt)ﬂ.tsin(ﬂt)]ea' oi ; = +iff et r, = —if} sont les racines

ol # et r, sont les racines de I’équation caractéristique

ot 7 est la racine double de 1’équation caractéristique

complexes conjuguées de I’équation caractéristique.
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3. SERIES DE FOURIER
f: fonction périodique de période T';

développement en série de Fourier :

oo oo
s{t)=ag + Z(a,, cos(nwt)+ b, sin(nwt))= ZCke"“‘” , (ne IN* ke Z).

n=1 —00
1 a7 . 2 a+T . __7; a+T i
ag =7L f)de ; a, —}—L F() cos(nan)ds? ; b, = TL f@) sin(nwyt) ds
ck='}:ja+Tf(i)e—ikw’dt ke Z); Cp =4agp ; M=Cn 3 ﬂﬂziﬂ=c—n (ne N*)
4. TRANSFORMATION DE LAPLACE
Fonctions usuelles
P@i)=— Llau6)= 5 ; dra)=—"2 mem
P
_“'Gll(t)) L inlonUe) = D Pleosla)U() =2
pro Prro
Propriétés
&
R Q Fo)

-

flor) ()

a>0

f-)Ue-7)
7@ e )
SO
U@
—1 f() U)

| ; £) W) du

P F(p)-pfOH)- £ (0%)

1)
F(p)e™?
F(p+a)

PF(p)-£(0")

F'(p)
Flp)

P
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5. TRANSFORMATION EN Z

Signal causal

Transformée en Z

n x(n) pourne IN 25 (Zx)(2)
e(n)=1 (Ze)(z) = —Z-’_—l-
d() =1 _
{d(n) =0sin#0 (2d)(z) =1
e
r(n)=n (Zr)(z) = 1)2
~—
c(n)=n? (ze)) =22 ‘;)13)
e
fy=a", ae R {0} @)@ =——
y(n) = a"x(n), ae B {0} @)@ =(Zx)[§)

(2)(2) = 2" (Z2X2) = (0) = 2Dz~ = x(2)z 2 - = a(my ~ D)z~ |
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6. PROBABILITES

2) Loibinomiale P(x¥ =k)=Cipfgm*t  on  Cht=—"' _ . E(X)=np; o(X)= Jnpq

-k’
b) Loi de Poisson
g N 0.2 03 0,4 0.5 0,6

Px =k)=2 x 0 08187 | 07408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488

1 01637 | 02222 | 0,2681 | 0,3033 | 03293

E(x)=1 2 00164 | 0,0333 | 0,0536 | 0,0758 | 0,088

3 00011 | 00033 | 00072 | 00126 | 0,0198

4 0,0000 | 0,0003 | 0,0007 | 0,0016 | 0,0030

V(X)= 2 5 00000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0004

6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

S| 15 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0368 | 0223 0135 | 0050 | 0018 | 0007 | o002 | 0001 | o000 | 0000 | o0.000
1 0368 | 0335 0271 | 0149 | 0073 | 0034 | 0015 | o006 | 0003 | o001 | o0.000
2 0184 | 0251 0.271 0224 | 0147 | 0084 | 0045 | 0022 | o011 | o005 | o002
3 0061 | 0126 | 0180 | 0224 | 0195 | 0140 | 0089 | 0052 | 0020 | 0015 | o0.008
4 0.015 | 0.047 009 | 0168 | 0195 | 0176 | 0134 | 0001 | 0057 | 0034 | o019
5 0.003 | 0.014 0036 | 6101 | 0156 | 0176 | oae1 | o128 | o092 | o061 | o.038
6 0.001 | 0.004 0012 | 0050 | 0104 | 0146 | 061 | 0149 | 0122 | 0091 | 0.063
7 0.000 | 0.001 0003 | 0022 | 0060 | o104 | 0138 | 0149 | 0140 | 0117 | o0.09
8 0.000 0001 | 0008 | 0030 | 0065 | 0103 | 0130 | o140 | 0132 | o113
9 0000 | 0003 | 0013 | 003 | o006 | 0201 | 0124 | 0132 | oazs
10 0001 | 0005 | 0018 | 0041 | 0071 | 009 | 0119 | 0125
11 0000 | 0002 | 0008 | 0.023 | 0045 | 0072 | 0097 | 0114
12 0000 | 0003 | oom | 0026 | 0048 [ 0073 | 0.5
13 0000 | 0001 | 0005 | 0014 | 0030 | 0050 | 0.073
14 0000 | o000z | 0007 | 0017 | o032 | 0.5
15 0001 | 0003 | 0009 | o195 | 0.035
16 0.000 | 0001 | 0005 | oco11 | o022
17 0001 | 0002 | o006 | 0013
18 0000 | 0001 | 0003 | o0.007
19 0.000 | o001 | 0.004
20 0.001 | 0.002
2 0,000 | 0.001
2 0.000
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¢) Loi normale

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f(x)= J_—;_-
T

xz

e 2

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE /| 0,1)

nO)=Pr<n=[" r@)dx 9
0 ¢
14 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 0,500 0 0,504 0 0,508 0 0,5120 0,516 0 0,519 9 0,523 9 0,5279 0,5319 0,535 9
0,1 0,539 8 0,543 8 0,547 8 0,5517 0,555 7 0,559 6 0,563 6 0,567 5 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 0,583 2 0,587 1 0,591 0 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0,606 4 0,6103 0,614 1
0,3 0,6179 0,621 7 0,625 5 0,6293 0,633 1 0,636 8 0,640 6 0,644 3 0,648 0 0,651 7
0.4 0,655 4 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,6772 0,680 8 0,684 4 0,687 9
0,5 0,691 5 0,695 0 0,698 5 0,7019 0,705 4 0,708 8 0,7123 0,715 7 0,7190 0,722 4
0,6 0,7257 0,729 0 0,732 4 0,7357 0,7389 0,742 2 0,745 4 0,748 6 0,7517 0,754 9
0,7 0,758 0 0,761 1 0,764 2 0,7673 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,782 3 0,7852
0,8 0,788 1 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,802 3 0,805 1 0,807 8 08106 0,8133
0,9 0,8159 0,818 6 0,8212 0,8238 0,825 4 0,8289 0,8315 0,8340 0,836 5 0,8389
1,0 0,841 3 0,843 8 0,846 1 0,848 5 0,850 8 0,853 1 0,855 4 0,857 7 0,8599 0,862 1
1,1 0,864 3 0,866 5 0,868 6 0,8708 0,872 9 0,874 9 0,8770 0,879 0 0,881 0 0,883 0
1,2 0,884 9 0,886 9 0,888 8 0,890 7 0,892 5 0,894 4 0,896 2 0,898 0 0,899 7 0,901 5
13 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0;909 9 0,911 5 0,913 1 0,914 7 0,916 2 0,917 7
1,4 0,919 2 0,920 7 0,9222 0,923 6 0,9251 0,926 5 0,927 9 0,929 2 0,930 6 0,9319
1,5 0,933 2 0,934 5 0,9357 0,9370 0,9382 0,939 4 0,940 6 0,941 8 09429 0,944 1
1,6 0,9452 0,946 3 0,947 4 0,948 4 0,949 5 0,950 5 0,9515 0,952 5 0,953 5 0,954 5
1,7 0,955 4 0,956 4 0,957 3 0,958 2 0,959 1 09599 0,960 8 0,961 6 0,9625 0,963 3
1,8 0,964 1 0,964 9 0,965 6 0,966 4 0,967 1 0,967 8 0,968 6 0,969 3 0,969 9 08,9706
19 0,9713 8,971 9 0,972 6 0,9732 0,973 8 0,974 4 0,9750 0,975 6 0,976 1 0,976 7
2,0 0,9772 09779 0,978 3 0,978 8 0,979 3 0,979 8 0,980 3 0,980 8 0,981 2 0,981 7
2,1 0,982 1 0,982 6 0,983 0 0,983 4 0,983 8 0,984 2 0,984 6 0,985 0 0,985 4 0,985 7
2,2 0,986 1 0,986 4 0,986 8 0,987 1 0,987 5 0,987 8 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,989 0
2,3 0,989 3 0,989 6 0,989 8 0,990 1 0,999 4 0,990 6 0,990 9 0,991 1 0,9913 0,991 6
24 0,991 8 0,992 0 0,992 2 0,9925 0,992 7 0,992 9 0,993 1 0,993 2 0,993 4 0,993 6
2,5 0,993 8 0,994 0 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0,994 6 0,994 8 0,994 9 0,995 1 0,9952
2,6 0,9953 0,995 5 0,995 6 0,9957 0,995 9 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 0,996 5 0,996 6 0,996 7 0,996 8 0,996 9 0,997 0 0,997 1 0,997 2 0,9973 0,997 4
2,8 0,997 4 0,997 5 0,997 6 0,997 7 0,997 7 0,997 8 0,997 9 0,9979 0,998 0 0,998 1
2,9 0,998 1 0,998 2 0,998 2 0,998 3 0,998 4 0,998 4 0,998 5 0,998 5 0,998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

t 3.0 3,1 3,2 3.3 34 3,5 3,6 3,8 4,0 4,5
| I 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,999 841 | 0,999928 | 0,999 968 | 0,999 997
Nota : TI(~t)=1-TI(r)
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