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MATGRA2

Exercice 1 (11 points)

Les différentes parties de cet exercice sont indépendantes.
Partie A

Une entreprise produit, en grande quantité, des appareils. Chaque appareil fabriqué peut présenter deux
défauts que l'on appellera défaut a et défaut b.

On préléve un appareil au hasard dans la production d’une journée.

On note 4 I’événement : « ’appareil présente le défaut a » et B 1'événement : « l'appareil présente le
défaut b ».

Les probabilités des événements 4 et B sont : P(4) = 0,03 et P(B) = 0,02 ; on suppose que ces deux
événements sont indépendants.

1. Calculer la probabilité de I'événement E,: « I'appareil présente le défaut a et le défaut b ».

2. Calculer la probabilité de I'événement E, : « ’appareil est défectueux, c'est-a-dire qu'il présente au
moins un des deux défauts ».

3. Calculer la probabilité de I'événement E, : « l'appareil ne présente aucun défaut ».

4. Sachant que l'appareil est défectueux, quelle est la probabilité qu'il présente les deux défauts ?

Le résultat sera arrondi au millieme.
Dans les parties B et C, les résultats sont & arrondir au centiéme.
Partie B
Les appareils sont conditionnés par lots de 100 pour I'expédition aux distributeurs de pi¢ces détachées. On
préléve au hasard un échantillon de 100 appareils dans la production d'une journée. La production est
suffisamment importante pour que 1'on assimile ce prélévement a un tirage avec remise de 100 appareils.
Pour cette partie, on considére que, 4 chaque prélévement, la probabilité que I’appareil prélevé soit
défectueux est 0,05.

On considére la variable aléatoire X, qui, & tout prélévement de 100 appareils, associe le nombre
d'appareils défectueux.

1. a) Justifier que la variable aléatoire X, suit une loi binomiale dont on précisera les paramétres.
b) Donner l'espérance mathématique de la variable aléatoire X .
2. On suppose que l'on peut approcher la loi de X, par une loi de Poisson de paramétre A.

a) On choisit A =5 ;justifier ce choix.

b) En utilisant cette loi de Poisson, calculer la probabilité quil y ait au plus deux appareils
défectueux dans un lot.
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Partie C

Les appareils sont aussi conditionnés par lots de 800 pour I'expédition aux usines de montage. On préléve
au hasard un lot de 800 appareils. On considére la variable aléatoire X, qui, & tout prélévement de 800
appareils, associe le nombre d'appareils défectueux. On décide d'approcher la loi de la variable aléatoire
X, par la loi normale de moyenne 40 et d'écart type 6,2.

1. Déterminer la probabilité qu'il y ait au plus 50 appareils défectueux dans le lot.
2. Déterminer le réel x tel que P(X, > x)=0,01.

En déduire, sans justification, le plus petit entier % tel que la probabilité que le lot comporte plus de k&
appareils défectueux soit inférieure a 0,01.
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Exercice 2 (9 points)
Les parties A et B sont indépendantes.
Partie A

Soient o et B deux nombres réels.
Soit fune fonction périodique de période 1, définie sur [0;1[par f()=at+B .
On appelle a,,a, et b, les coefficients de Fourier associés a la fonction f.

a

1. Montrer que g, = 5+ B.
o .

2. Montrer que b, = ——— pour tout nombre entier naturel n non nul.
nn

On admet que a, =0 pour tout nombre entier naturel » non nul.

3. On se propose de déterminer les nombres réels a et B pour que le développement S en série de

+0

Fourier de la fonction f'soit défini pour tout nombre réel ¢ par S(f) = Z —l—sin(2n nt).

n=1

. . 1 .
a) Déterminer les nombres réels a et S tels que a, = 0 et b, = — pour tout entier naturel » non
n

nul.
En déduire 1’expression de la fonction f.

b) Représenter la fonction f'sur I'intervalle [-2 ; 2] dans un repére orthogonal.

Partie B

On veut résoudre 1’équation différentielle :
s"O+s@®)=f(@1).
On admet que I’on obtient une bonne approximation de la fonction s en remplagant f(f) par les premiers
termes du développement en série de Fourier de la fonction f obtenus dans la partie A, c’est-a-dire par :
sin(27t) + —;-sin(4nt) .
Soit (E) I’équation différentielle :
s"(t) + s(t) = sin(2me) + %sin(41tt) .
1. Vérifier que la fonction s, définie pour tout nombre réel ¢ par :

5,(0) = ——l—z—s'm(?.n N+ sin(4mt)
1-4n

1
2(1-167°)
est solution de I’équation différentielle (E).

2. Résoudre I’équation différentielle (E).
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab) =lna+lnb, oda>0ectb>0 cosacoéb=%[cos(a+b)+cos(a-—b)]

exp{a+b)=expaxexpb

Lo, 1
' =e'"% oia>0 smasmb—;[cos(a b) cos(a+b) |

o _ et o . 1r. .
=e ,our>0 smacosb=-i[sm(a+b)+sm(a—b)]
cos(a+ b)=cosacosb—sinasinb
it P
. . . e" =cosf+1sn?
sin(a + b) =sinacosb + cosasind

' i i
cos(2f) =2cos t—1=1—-2sin ¢ cost——z-(e te )

sin (2¢) = 2sin7cos?

Si,l,l.t ‘= % (ei' - e'i')

SO S T H R SO S

ptq P—q .

sin p+sin g = 2sin—"cos = S L D : :
2 2 C _,e‘ff._—,—-e“’(gos(ﬁt)+i.,_siry(ﬁt;)),oi1a=a+iﬁ

.Sinp—sinq=25inp—qcosp+q e e e e e et e % e e o
2 2

cosp+cosg= ZCosp—t—q-cosﬁ;——q-

cosp—cosq=-—2sin£-2*-—qsiin_q

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL ) .

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini Comgortemént al 'oh'g‘ ine

lim Int=+eo ; limlnsf ==co

>0 1—0

lim ef =+co ; Sia>0, limt* =0 ; sie<0, ims% =+e
t—y+o0 =0 t—0

lim &' =0 ; . .

{——oo ’ Sia>0, lim*1nz=0.

1—0 .

Sia>0, lim % =+ce ; sia<0, lim (% =0

1 —>-oo t—+too

Croissances comparées a l'infini
ef
Sia>0, lim —=+e
t—+o0 (&
. . Inz
Sig>0, lim —=0
to+oo &
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

I 7@ f@ @
1 1
Int - Arcsint
! 1-12
e e 1
. Arctant —z
% (ae R) ar®” 1+t
sin ¢ cos ¢ e” (ae C) ae®
cos ¢ —sin?
1 2
tant 5 =l+tan“t
cos*¢
Opérations
(w+v)=u'+v (vou),= o)’
ku '=ku' ’
- Yoo
w@v) =u'v+uv’
1Y W (nu) =%, uavaleurs strictement positives
_ —— u

’
’ , , (ua) =au® 1y’
Uy _uv—uv

¢) Calcul intégral
Valeur moyenne de fsur [a, b] : Intégration par parties :

i RO [0 ) =B [ ) )

d) Développements limités

2 n 3.5 2p+1
L ! PR LA SSURR AR | JELAMRP) o
ef —1+1'+2’+ et "e(t) sing=— -t +(=1)? (2p+1)!+t et)
1 2 4

—-—=1—t+t2+---+(—1)"t"+t"a(t) cos,_l__’_+ LA —+:2Pa(r)
141 21 4l 2p)

£.° n_lt a.  ale-1) ala=1)-(@—n+1)
1!1(1+t)=’—7+?+"'+( ' —+1"e (r) (1+t)“=1+;r+ o 24t ' " " et)

: : onl

¢) Eguations différentielles

Equations Solutions sur un intervalle I

alt) X’ +b(t)x=0 fO)=re ou G est une primitive de 7 8

@ +bx +ex=0 Sia>0, f{t)= e +pe™ ... oll % et r, sont les racines de 1’équation caractéristique
équation caractéristique : |Sj A=0, f{)=(Ar+p)e™......... ot 7 est la racine double de I’équation caractéristique
ar? +br+c=0 Sia<0, fit)= [Acos(B )+ usin(B t)]em oty =a+if et r, = —if} sont les racines

de discriminant A complexes conjuguées de I’équation caractéristique.
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3. SERIES DE FOURIER
f: fonction périodique de période T ;

développement en série de Fourier :

+oa +oo X
s(t)=ag + Z(a,1 cos(nwt)+ b, sin(nwt))= ZCke‘k“” , (ne N* ke Z).

n=l1

1 pa+T

a=x), fe)dr ; a, =%J':+T f(t) cos(not)dz ; b, =%J':+T f(t) sin(nawt)dz.
. =% a+Tf(t)e'ik‘”’dt (ke Z); co=agp; %= Cn Op by _ _, (ne M.
4. TRANSFORMATION DE LAPLACE
Fonctions usuelles
s@@)=1 L= ; Llru)=—"r @eM
y4 )4 p
elema()=—— ; Plinfor)uf)=—2 . Ploosl@)Ul) = —P— .
N pta p2 + p2 +0?
Propriétés
&£
/—_\
0oL, C R
g
fle ) o>0 lp(ﬂ)
a \a
fe-t)Ue-7) F(p)e™*P
F@) e ) F(p+a)
k) PF(p)-f(0%)
S Oue) PPF(p)-p O~ 1'(0%)
-1 f(O) %) F'(p)
[ ")) du ()
0 p
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5. TRANSFORMATION ENZ
Signal causal Transformée en Z
n x(n) pourne IN z0> (Zx)2)
e(n)=1 (Ze)(z)=——
_ z—1
d(0) =1 _
{d(n) =0sin%0 @) =1
o= @O
i
c(n)=n? (ze)(2) = (zz(’_ +)3)
f(my=a", ae R-{0} (@ )z)=
y(n) = a"x(n), ac R~ {0} @)z = (Zx)(f)
y(m)=xn—ng),(n~ng)e N
(Zy)(2) =27 (2Zx)(2)

ou

y(n) = x{n—np)e(n— ng)

(Zy)(z) =z [(Zx)(z) = x2(0)= 2Dzt = x(2)z 2+ = x(my = 1)z~ 'U]
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6. PROBABILITES

2) Loibinomiale P(X =&)=Ciptg™* o Cf =W'LIJ cE(X)=np;  o(X)=1npg
=KL

b) Loi de Poisson

o e~ 02 03 o4 | o5 0,6

Px =k)== k!l 0 08187 | 07408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488

1 01637 | 02222 | 02681 | 03033 | 03293

E(x)= 4 2 00164 | 00333 | 0,053 | 0,0758 | 0,088

3 opo11 | 00033 | 00072 | 00126 | 00198

4 0,0000 | 00003 | 00007 | 00016 | 0,0030

v(X)=2 5 | 00000 | 00001 | 0,0002 | 0,0004

6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

| 1 15 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0368 | 0223 | o135 | ooso | o018 | oso7 | ooe2 | ooor | o000 | 0000 | 0.000
1 0368 | 0335 | 0271 | o140 | 0073 | 0034 | oo1s | o006 | 0003 | o0.001 | o000
2 0184 | o025t | o271 | 0224 | 0147 | o084 | oo4s | o022 | oour | o.05 | o002
3 0061 | 0126 | o180 | 0224 | 0195 | o140 | oos | eos2 | o020 | o015 | 0008
4 0015 | 0047 | o000 | o168 | 0195 | o076 | o134 | ooo1 | 0057 | o034 | 0019
5 0003 | 0014 | o036 | o101 | oase | o176 | oae1 | o128 | ooz | o061 | 0038
6 o001 | 0004 | ooz | ooso | oxo¢ | oxds | o6t [ oxe9 [ exzz | oes1 | 0063
7 o000 | o000t | oo03 | o022 | o060 | o104 | 0138 | oxde | o040 | 0m7 | 0.09
8 0000 | ooo1 | ooos | 0030 | o0oes | o103 | o130 | o1 | e12 | o013
9 0000 | o003 | 0013 | o003 | 0060 | o101 | oa2 | o132 [ 6125
10 0001 | ooos | o018 | o041 | o071 | o0s9 | om9 | oazs
11 0000 | 0002 | o008 | o0s2s | ooas | o072 | 0097 | oam4
12 000t | o003 | oot | o002 | o048 | 0073 | 0095
13 0000 | o001 | ooos | 0014 | o003 | oes0 | o073
14 ‘ 0000 | o002 | o007 | o0w17 | o032 | eos2
15 0001 | 0003 | o009 | o019 | oo03s
16 0000 | o000t | o005 | 011 [ 002
17 ' 0.001 0.002 0.006 | 0.013
18 0,000 | 0001 | 0003 | 6.007
19 0000 | 0001 | o0.004
20 0.001 | 0.002
21 0,000 | 6.001
2 0.000
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c) Loi normale

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f(x) = Ton
T

xl

—_— 2

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE N,

n{)=PT <= j_tuf(x)dx

3 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 { 055000 | 055040 | 05080 | 05120 | 0,5160 05199 | 05239 | 05279 | 05319 0,535 9
01 | 05398 | 05438 | 05478 | 05517 | 05557 | 8,559 6 | 05636 | 05675 | 05714 0,5753
02 | 05793 | 05832 | 05871 | 05910 | ©,5948 | 0,598 7 | 66026 | 0,6064 | 0,6103 0,614 1
03 | 06179 | 06217 | 0,6255 | 06293 | 06331 | 0,6368 0,6406 | 0,6443 | 0,6480 0,651 7
04 | 06554 | 06591 | 06628 | 0,6664 | 06700 | 06736 0,6772 | 06808 | 0,6844 0,687 9
05 | 06915 | 06950 | 06985 | 07019 | 0,7054 | 0,7088 07123 | 07157 | 06,7190 0,722 4
06 | 07257 | 07290 | 07324 | 07357 | 6,7389 | 0,7422 0,7454 | 0,7486 | 0,7517 0,754 9
07 | 0,7580 | 07611 | 07642 | 07673 | 60,7704 | 0,7734 0,7764 | 0,7794 | 0,7823 0,7852
08 | 07881 | 0,7910 | 0,7939 | 0,7967 } 0,795 0,8023 | 08051 | 08078 | 08106 | 08133
0,9 0,8159 0,818 6 0,8212 0,8238 0,8254 0,8289 08315 0,834 0 0,836 5 0,8389
1,0 | 08413 { 08438 | 08461 | 08485 | 08508 | 08531 08554 | 08577 | 08599 | 08621
1,1 | 08643 | 08665 | 08686 | 08708 | 08729 | 08749 08770 | 08790 | 08810 | 038830
12 | 08849 | 08869 | 08888 | 08907 | 0,8925 | 08944 08962 | 08980 | 08997 | 08,9015
1,3 | 09032 | 09049 | 09066 | 09082 09009 | 09115 | 09131 | 09147 | 09162 0,917 7
14 | 09192 | 09207 | 09222 | 09236 | 09251 | 0,9265 09279 | 09292 | 09306 | 09319
15| 09332 | 09345 | 69357 | 09370 [ 09382 | 09394 09406 | 09418 | 09429 | 09441
1,6 | 09452 | 09463 | 09474 | 09484 | 09495 | 09505 09515 | 09525 | 09535 | 09545
1,7 | 09554 | 09564 | 09573 | 09582 | 09591 | 09599 09608 | 09616 | 09625 } 09633
1,8 | 09641 | 09649 | 09656 | 09664 | 0,9671 09678 | 09686 | 09693 | 09699 | 09706
1,9 | 09713 | 09719 | 09726 | 09732 | 09738 | 09744 09750 | 09756 | 09761 | 09767
2,0 09772 0,977 9 0,978 3 09788 0,979 3 09798 09803 0,980 8 0,9812 0,981 7
2,1 0,982 1 0,982 6 0,983 0 09834 0,983 8 0,984 2 0,984 6 0,9850 0,985 4 0,985 7
22 | 69861 | 0,9864 | 09868 | 09871 | 09875 | 09878 09881 | 09884 | 09887 | 09890
2,3 | 09893 | 09896 | 09898 ' 09901 | 09904 | 09906 | 09909 | 09911 0,9913 | 09916
2.4 | 09918 | 09920 | 09922 09925 | 09927 | 09929 | 09931 | 09932 | 0993 4 109936
25 | 09938 | 09940 | 09941 09943 | 09945 | 09946 | 09948 | 09949 | 09951 0,995 2
2,6 | 0,9953 | 09955 | 09956 | 09957 | 09959 09960 | 09961 | 09962 | 09963 | 0994
27 1 09965 | 0,996 | 09967 | 09968 | 09969 | 09970 09971 | 09972 | 09973 | 09974
28 | 09974 | 09975 | 09976 | 09977 | 09977 | 09978 0,9979 | 09979 | 09980 | 06,9981
20 | 09981 | 0,9982 | 09982 | 09983 | 09984 | 09984 09985 | 09985 | 09986 | 09986

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

! 3,0 3,1 3.2 3.3 3.4 35 3,6 3.8 4,0 4,5

T 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,999 841 | 0,999928 | 0,999 968 | 0,999 997

Nota : TI{—t)=1-TL()
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