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MATGRA2

Exercice 1 (11 points)

On rappelle que la fonction échelon unité, notée U, est définie sur ’ensemble des nombres réels
par : '
U=0 sir<0
U)y=1 sit=20

Une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle sur I'intervalle |- ;0].

1. On considére la fonction causale e définie sur I’ensemble des nombres réels par :
e(N=4[UNO-U(-2)].

a) Tracer la représentation graphique de la fonction e dans un repére orthonormal.

b) On note E la transformée de Laplace de la fonction e.
Déterminer E(p).

2. On considére la fonction s telle que :
45'(t)+ s(t) = e(t) et 5(0)=0.
On admet que la fonction s posséde une transformée de Laplace, notée S.

Démontrer que :

L (o),
S(p) p(p+1)(l )

4
3. Déterminer les nombres réels a et b tels que :
1 a b

Nt
p

+= +=

P(P 4J p 4

4. Compléter le tableau ci-dessous dans lequel f désigne la fonction causale associée & F':

1 1
F(p) l .l_e"zp +l_ +le i
p p p+y P+,
1) u(r)

5. a) Déterminer s(¢), t désignant un nombre réel quelconque.

b) Vérifier que :

s(t)=0 si t<0
t
<s(t)=4—4e—Z si 0<t<?2
t 1
s(t)=4e—z[ei—1] si t>2
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6. a) Justifier que la fonction s est croissante sur I’intervalle [0;2 [

b) Déterminer lti_l;lzls(t).

<2
7. a) Déterminer le sens de variation de la fonction s sur I’intervalle [2;+ .
b) Déterminer lim s(z).
1>+

8. Tracer la courbe représentative de la fonction s dans un repére orthonormal.
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Exercice 2 (9 points)
Dans ce probléme, on approche un signal a I’aide d’une fonction affine par morceaux.

On désigne par E un nombre réel de I'intervalle ]0;3].
On consideére la fonction f définie sur R, paire, périodique de période 5, telle que :

Ext si 0<r<l1
f(1)={(3-E)t+2E-3 silsr<2.

P si 2St$£
2

Partie A :

Dans cette partie, et uniquement dans cette partie, on se place dans le cas ou £ =2.

1. Préciser I'écriture de f{r) sur chacun des intervalles [ 0;1[, [1;2] et l: 2; % J .

2. Représenter graphiquement la fonction f sur I’intervalle [ -5;10 ] .

Partie B :

Dans cette partie, on se place dans le cas général, c’est-a-dire dans le cas ou la valeur de E n’est
pas spécifiée.

On appelle S la série de Fourier associée 4 la fonction f.

n=]

1. Montrer que la valeur moyenne de la fonction f sur une période est a, =2 E+3 .

2. Déterminer b, pour tout nombre entier naturel n supérieur ou égal a 1.

3. a) Montrer que pour tout nombre entier naturel n supérieur ou égal a 1 :

r tcos[z@t]dt= > sin(zmt}+ 2252 cos(zmt)—l .
0 5 2nm 5 4n‘n 5
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5
b) On a calculé les intégrales Lz f (t) oS [%—Et.}dt et F f (t)cos(znTn't]dt .
2

On a ainsi obtenu, pour tout nombre entier naturel » supérieur ou égal a 1 :

f f(t)cos (E-Z—E-tjdt—T—[QE 3)cos(25 J+(3 E)cos[4’5m] EJ

En déduire que pour tout nombre entier naturel » supérieur ou égal a 1 :

a =—> ((215 3)cos(2 J+(3 E)cos(4mc] E]
n’n 5 5

4. Pour tout nombre entier naturel » supérieur ou égal a 1, on appelle u,1’harmonique de rang ».

Onaalors u,(t) = a, cos(sztt] +b, sin[z—snlt-tJ pour tout nombre réel .

a) Montrer qu’au rang 5, u,(¢) est nul pour tout nombre réel .

b) On appelle E, la valeur de E pour laquelle I’harmonique de rang 3 est nulle, c’est-a-dire la
valeur de E telle que u,(f) est nul pour tout nombre réel 7.

Déterminer la valeur exacte, puis une valeur approchée & 107 prés, de E,.

Dans ce probléme, a l’aide d’un transformateur a diode, on approche un signal sinusoidal redressé
par une fonction affine par morceaux.

Un tel signal avec us(t)=u,(t)= 0 permettra :
v’ s'il est associé a un moteur, de réduire les a-coups du couple
v’ s’il est associé a un transformateur, d’éviter des pertes

v s’il est associé a un filtre, d’éliminer plus facilement les harmoniques de rang impair
d’ordre supérieur.
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant & ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES
In(ab)=Ina+lnb, ot a>0etb>0 cosacosh = %[cos(a+ b) +cos(a—b)]
exp(a+b)=expaxexpb ' '

t fln

15 :
inasinb =—|cos(@a—b)—cos(a+b
d =P gi a0 smgm 2[__ (a-b) (a+b)]

o _ alor . . . lr. . )
7 =", 0ut>0 smacosb=E[sm(a+b)+sm(a—b)]
cos(a+b)=cosacosb—sinasinb ,
it P
. . e’ =cosf/+1sin?
sin(a +b) =sinacosb + cosasinb

' e i
cos(2t)=2c052t—l=1—25in2t cost-;(e +e )

in (2¢) = 2sin ¢ cos? i _ g
sin (2f) = 2sinfcos sins =—£—_(e".-—e ")

2i

. . . + -
smp+smq=28mucosu r at .. . .

2 2 e’ =e%'(cos(B1)+isin(B1)), oha= o +if
. : . p— + ' '
sinp—sing = 2sinf L cos 214

2 2
cosp+cosq=2cos-P—ticos~p—-i

2 2

. +qg . ~

cosp—cosq=—-25mp2qsm—p~2—i

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini Comportement a | 'orig' ine

lim Inf=+o ; limInt ==o0
~—3+oo -0

Him e =40 ; Sia>0, lim:*=0; si@<0, lim % =+
t—y+o0 1—0 10

lim &' =0 ; : o
Pt Sia>0, imt*lnr=0.

—0
Sia>0, lim t% =+ ; sia<0, lim *=0
£ —>+oo t—r+oo

Croissances comparées a l'infini
14

. . e
Sie>0, lim —=+
1—ytoo &

. . Int
Sia>0, lim —-=0
o0 (&
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

f® Fa0) f@ 7@
1 1
Int - Arcsint )
! 1-t
e e! 1
Arctant —
% (ze R) ot} 1+t
sin ¢ cost e (ae C) ae”
cos ¢ —sint
tant 12 =1+tan®?
cos” ¢t

Opérations

¢) Calcul intégral

Valeur moyenne de fsur [a, b] :

AL

b-a

d) Développements limités

(ve u)’= (Vouu'
(e" )’= e'u’

’
’
u . . -
(ln u) =—, u a valeurs strictement positives
u

a) a-l1_
(u )=au u

Intégration par parties :

| :u(t) V0 &=l - | :u'(t) o) dr

2 n 3 5 2pH
e =1+l e () sinr=L -0l ()P 2P ()
112! n! It 3t s (2p+1)!
1 4 2p
— =1t s (1) 41" 1) cost=1- 4Ly (1P o+ 12Pe ()
I+t 20 4 (2p)
2 3 n
lﬂ(1+f)=‘—[-'+t—+"'+(—1)"—”—“"8(') (1+t)"‘=1+gt+a(a_1)t2+---+a(a—l)m(a_"+l)t"+t"e(t)
2 3 n I 21 n!

e) Eguations différentielles

Equations

Solutions sur un intervalle I

a(t) X'+ b(t) x=0

flt)= ke_G(r) ot G est une primitive de ¢ > @

a(t)

ax" +bx +cx=0

€quation caractéristique :
2 -

ar“+br+c=0

de discriminant A

SiA>0, f()= eV + e ...
Sia=0, f{t)=(Ar+p)e.........

SiA<0, f(t)=[Acos(Be)+psin(Be)le® ot = +if et r, =x—if sont les racines
complexes conjuguées de I’équation caractéristique.

ol 1 et r, sont les racines de I’équation caractéristique

ot 7 est la racine double de ’équation caractéristique
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3. SERIES DE FOURIER
S fonction périodique de période T ;

développement en série de Fourier :

+oa

oo
s(t)=ag + z(a,, cos(nat)+ b, sin(nwt))= ZCke‘k“” , (ne IN*, ke Z).

n=l —co

1 ratT 2 ra+T 2 ra+T .
= — = — M = — t dt.
ag TL Fe)de a, T-L S(t) cos(nar)dt ; b, TL f@) sin(newr)dz.
+T : -1 i
ck=—l-J-a f(t)e_‘k‘”'dt (ke Z), co=4ap; a"—lb"-=c,, ; a"»+—lb"= —n (ne ]N*)-
Tda 2 2

4. TRANSFORMATION DE LAPLACE

Fonctions usuelles

P@)=— LU= ("ozz(:))—p :
lear ) g L= Lleoslor) ()=~
Propriétés ¢
f® °ll(f)© Hp)
o
7@ >0 gp(g]
fe-t) U@ -1) F(p)e™®P
0 e ar) F(p+a)
S Ou@) pF(p)- f£(0%)
£ PPF(p)-p fO*)-£'(0")
NYOL0 F(p)
[/ 7)) %(?—)

Formulaire de mathématiques
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5. TRANSFORMATION EN Z

Signal causal | Transformée en Z
n> x(n) pourne IN z> (Zx)(2)
e(n)=1 (Ze)(z) =_iT
............................................ ’._...-_.-.-.._-.--.-.--..-_......_--__---.'.._--...-..-.--.-_----.--.------_-_---_-_--._-..
d©) =1 _
{d(n) =0sin#0 (@) =1
I SO |
r(n)=n (2r)(z) = (z _’1)2
z(z+l) -
c(n) =n? (2e)X( )—(7_—1)3—
____________________________________________ S
f(m)y=a", ae R~ {0} @)@ =—
»(n) = a"x(n), ae R {0) (@)) =(Zx)(§)

y(ny=x(n—ng),(n— ng) e N

ou (2y)(2) =27 (Zx)(2)
y(n) = x(n -ng )e(n - ng)

(Zy)(z) =z [(Zx)(z)—x(())-x(l)z“ —x(2)z72 = x(ng —1)2*("0‘1)]
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6. PROBABILITES

| .
a) Loibinomisle P(x =k)=Clptg"* o C} =k—|(ni;—k7 S EX)=np;  o(X)=1npg

b) Loi de Poisson

) 3| a2 03 04 | 05 0.6
Plx =k)=S kl'lk 0 08187 | 07408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488
. 1 0,637 | 02222 | 02681 | 03033 | 03293
E(X)= 2 2 00164 | 00333 | 00536 | 0,0758 | o0,0988
3 00011 | 00033 | 00072 | 00126 | 0,0198
4 00000 | 0,0003 | 0,007 | 0,0016 | 0,0030
vix)=1 ' 5 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0004
6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

S| 15 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0368 | 0223 | ouss | oo0s0 | 0018 | o007 | o002 | ooo1 | o000 | o000 | o.000
1 0368 | 0335 | 0271 | 0149 | 0073 | 0034 | 0015 | o006 | o003 | o001 | o.000
2 0184 | 0251 | o027 | o224 | 0147 | 0084 | o045 | o022 | oou | oo0s | o002
3 0061 | 0126 | 0180 | 0224 | 0195 | o140 | o089 | o052 | o029 | o015 | o.008
4 0015 | 0047 | 0090 | o168 | 0195 | 0176 | 0a3¢ | o091 | o057 | 003 [ o019
5 0003 | 0014 | 0036 | o0t | o156 | 017 | o6t | o1z | ooz | o061 | o038
6 0001 | 0004 | o012 | oo0so | o104 | 0146 | 0161 | o149 | 0122 | 0091 | 0.063
7 0000 | 0001 | 0003 | 0022 | o660 | o104 | 0138 | o149 | 0140 | 0117 | o.09
8 0000 | 0001 | 0008 | 0030 | 0065 | 0103 | o130 | o1 | 0132 [ o113
9 0000 | 0003 | 0013 | 003 | 0065 | 0101 | 0124 | 0132 | o125
10 0001 | 0005 | 0018 | 0041 | 0071 | o009 | o119 | o125
11 0000 | 0002 | 0008 | 0023 | 0045 | 0072 | 0097 | 0114
12 0001 | 0003 | oom | 0026 | 0048 | 0073 | 0.005
13 ' 0.000 | 0001 | 0005 | 0014 | 0.030 | o0o0s0 | o0.073
14 0000 | 0002 | 0007 | 0017 | 0032 | o005
15 0001 | 0003 | o009 | o019 | o0.035
16 0000 | o0.001 | o005 | o011 | o.022
17 | ooor | ooe2 | 0006 | o013
18 0,000 | 0001 | 0003 | 0.007
19 0.000 | 0001 | 0.004
20 0001 | 0.002
21 ' 0,000 | 0.001
2 ‘ 0.000
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c¢) Loi normale

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : flx)= Ton
T

xl

1.2

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE N 0,1)

n(:):p(rsr):j_‘m fG)dx

t 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 | 05000 | 05040 | 05080 | 05120 | 0,5160 | 05199 | 05239 | 0,5279 | 0,5319 | 0,5359
0,1 | 05398 | 05438 | 05478 | 05517 | 05557 | 0,5596 | 0,5636 | 05675 | 0,5714 | 0,5753
0,2 | 05793 | 05832 | 055871 | 05910 | 05948 | 055987 | 0,6026 | 0,6064 | 0,6103 | 06141
03 | 06179 | 06217 | 06255 | 0,6293 | 06331 | 06368 | 06406 | 0,6443 | 0,6480 | 0,6517
04 | 06554 | 06591 | 0,6628 | 0,6664 | 06700 | 06736 | 06772 | 0,6808 | 0,6844 | 0,6879
0,5 0,6915 0,695 0 0,698 5 0,7019 0,705 4 0,708 8 0,7123 0,715 7 0,719 0 0,722 4
06 | 07257 | 0,7290 | 0,7324 | 0,7357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 | 0,7486 | 0,7517 | 0,754 9
0,7 | 0,7580 | 0,7611 | 0,7642 | 0,7673 | 0,7704 | 0,7734 | 0,7764 | 0,7794 | 0,7823 | 0,7852
08 | 07881 | 0,7910 | 0,7939 | 0,7967 | 0,799 5 | 08023 | 08051 | 08078 | 08106 | 08133
09 | 08159 | 08186 | 08212 | 08238 | 08254 | 08289 | 08315 | 08340 | 08365 | 0,8389
1,0 0,8413 0,843 8 0,846 1 0,848 5 0,850 8 0,8531 0,855 4 0,8577 0,859 9 0,862 1
1,1 | 08643 | 08665 | 08686 | 08708 | 08729 | 08749 | 08770 | 08790 | 0,8810 | 0,8830
1,2 | 0,8849 | 0,8869 | 0,8888 | 0,8907 | 0,8925 | 0,8944 | 0,892 | 08980 | 0,8997 | 0,9015
1,3 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0,909 9 0,911 5 0,913 1 0,914 7 0,916 2 0,917 7
14 | 09192 | 09207 | 09222 | 09236 | 09251 | 09265 | 09279 | 09292 | 0,9306 | 09319
1,5 | 09332 | 09345 | 09357 | 09370 | 09382 | 09394 | 09406 | 09418 | 09429 | 09441
1,6 | 09452 | 0,9463 | 0,9474 | 09484 | 09495 | 09505 | 09515 | 09525 | 0,9535 | 09545
1,7 | 09554 | 09564 | 09573 | 09582 [ 09591 | 09599 | 09608 | 09616 | 09625 ] 0,9633
1,8 | 09641 | 09649 | 09656 | 09664 | 09671 | 0,978 | 09686 | 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
1,9 0,9713 0,971 9 0,972 6 09732 0,973 8 0,974 4 0,9750 0,9756 0,976 1 0,976 7
2,0 0,9772 0,977 9 0,978 3 0,978 8 0,979 3 0,979 8 0,980 3 0,980 8 0,9812 0,9817
2,1 0,982 1 0,982 6 0,983 0 0,983 4 0,983 8 0,984 2 0,984 6 0,985 0 0,985 4 0,985 7
22 | 09861 | 09864 | 09868 | 09871 | 09875 | 09878 | 09831 | 09884 | 0,9887 | 0,989 0
2,3 0,989 3 0,989 6 0,989 8 0,990 1 0,990 4 0,990 6 0,990 9 09911 0,9913 0,991 6
24 0,991 8 0,992 0 0,992 2 0,992 5 0,992 7 0,9929 0,993 1 0,993 2 0,993 4 0,993 6
2,5 [ 09938 | 09940 | 09941 | 09943 | 09945 | 09946 | 09948 | 09949 | 0,9951 | 0,9952
2,6 0,9953 0,995 5 0,995 6 0,995 7 0,9959 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 | 09965 | 09966 | 09967 | 09968 | 09969 | 09970 | 09971 | 09972 | 0,9973 | 0,9974
2,8 | 09974 ( 09975 | 09976 | 09977 | 09977 | 09978 | 09979 | 0,9979 | 09980 | 0,9981
29 | 09981 | 09982 | 09982 | 09983 | 09984 | 0,9984 | 0,9985 | 09985 | 0,9986 | 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

t 3,0 3.1 3,2 3.3 34 35 3,6 38 4,0 4,5

I | 099865 0,999 04 0,999 31 0,99952 | 0,999 66 0,99976 [ 0,999841 | 0,999 928 | 0,999 968 | 0,999 997

Nota : TI(~t)=1-T1(r)
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