BREVET DE TECHNICIEN SUPERIEUR

SESSION 2008

Epreuve de mathématiques
GROUPEMENT B CODE : MATGRB2

Durée : 2 heures

SPECIALITE COEFFICIENT
Conception et industrialisation en 1.5
microtechniques ’

Les calculatrices de poche sont autorisées conformément a la circulaire n°® 99-186 du 16 novembre 1999.
La clarté du raisonnement et la qualité de la rédaction interviendront pour une part importante dans 1’appréciation des copies.
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EXERCICE 1 (12 points)
Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de fagon indépendante.

A. Résolution d'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle (E): y'-2y=xe”
ou y est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable sur R, et y ' la fonction
dérivée de y.

1° Déterminer les solutions définies sur R de I'équation différentielle (£y ) :
y'-2y =0.

2° Soit g la fonction définie sur R par g(x)=(-x—-1)e”.
Démontrer que la fonction g est une solution particuliére de 1’équation différentielle (E).

3° En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (£ ).

4° Déterminer la solution f de I'équation différentielle (£ ) qui vérifie la condition initiale

f(0)=0.

B. Etude locale d'une fonction

Soit f'la fonction définie sur R par f(x) =e > _(x+1)e* Sa courbe représentative C est
donnée dans un repere orthogonal ci-dessous.
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1° a) Démontrer que pour tout réel x, f'(x)=e* (2e* -2 -x).
b) En déduire le coefficient directeur £ '(0) de la tangente 7" a la courbe C au point
d’abscisse 0.
Interpréter graphiquement ce résultat.

2° a) Déterminer le développement limité, a 1’ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction

2
xXP—e
b) Démontrer que le développement limité, a I’ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction

2
fest: f(x)=—=—+x2g(x) avec lime(x) =0.
2 x—0

C. Calcul intégral

0,3 x2
1°Onnote /= .[—03 —5— dx.

Démontrer que /= 0,009.

2°Onnote J= Ii’; e dx.

Démontrer que J= 10,5 (¢*®—e~%9).

3° On note K = jf’(’; (x+1)e* dr.

Démontrer, a I’aide d’une intégration par parties, que K =0,3 (¢** +¢e™%%).

4° Onnote L= I f;; f(x) dx.

a) Déduire des questions précédentes la valeur exacte de L.
b) Donner la valeur approchée de L arrondie a 10>,
¢) Vérifier que la valeur exacte de / et la valeur approchée de L obtenue a la question

précédente différent de 4,5 x 10,
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EXERCICE 2 ( 8 points )
La question 5° de cet exercice peut-étre traitée de facon indépendante.

On considére le circuit représenté ci-dessous alimenté a tout instant ¢ par une tension e(¢) et on
note s(f) la tension aux bornes du condensateur.

R

Te(t) T Ts(t)

L'équation différentielle régissant ce circuit est (1): RCs'(®) + s() = e(d)
avec s(f) = 0 pour # < 0 etou s' est la dérivée de la fonction s.

En utilisant la transformation de Laplace, on se propose de rechercher la tension s(f) aux
bornes du condensateur dans le cas suivant :

o e(t) =U({)—U@—0,1), ou la fonction % est la fonction échelon unité définie par
U)=0 si t<0 et U@P)=1 si t20;
e R=10Q et C=0,004F.

Pour cela on admet que les fonctions s, s' et e admettent des transformées de Laplace.

On note E(p) = L[e(r)] et Sp) =L[s()] -

1° Sur une feuille de papier millimétré, tracer, dans un repere orthogonal, la représentation
graphique de e sur I’intervalle [0 ; 0,2]. On prendra comme unité 1 cm pour 0,02 sur ’axe
des abscisses et 10 cm pour 1 sur I’axe des ordonnées.

2° Déterminer E(p) = L[e(d)]-

3°a) En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de I'équation
différentielle (1), déterminer une expression de S(p) en supposant que 50N =0.

b) Montrer que S(p) peut s’écrire sous la forme :

4° a) Déterminer £~ ' [ 71)- -1 ]-

{300 -1 1 _ 1 -01p
b) En déduire &£ [(p, ——p+25)e ].

¢) En déduire la tension s(f) =%~ '[S(p)].
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5° On admet que si ¢ € [0;0,1[, s(f) =1—¢ > etsi t e [0,15+00[,s() =¢ (> —1).

a) Reproduire et compléter le tableau de valeurs suivant (on donnera des valeurs décimales
arrondies 4 10 ~2 prés).

t 0 0,025 | 0,05 | 0,07510,100 | 0,125 | 0,15 [ 0,175 | 0,2
s (1)

b) Construire une représentation de s sur le méme graphique que celle de e.

Formulaire

4
7
FOUQE Fp)
g—l

On rappelle les formules suivantes sur la transformation de Laplace.
LIAf+ugl=A&1f1+uLlg].
frm=-1.
[% @] >

Ple U @)= > l —.
Plus généralement, si onnote & [ f(f) U ()] =F (p) alors,
LLE-DUCE-D]=F(p)e™™7;
LI UDI=F(p+a);

L1 OUDI=pF(p)-f(0)
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES
BTS : groupement B

CONCEPTION ET INDUSTRIALISATION EN MICROTECHNIQUES
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES
In(ab}=Ina +1nb, oka>0ectb>0 cosacosbh = %[cos(a +b)+cos(a - b)]
exp(a + b) = expaxexpb

t tina

L 1
a' =€ oa>0 Slnasmb=5[cos(a—b)—cos(a+b)]

1% =e®" our>0 sinacosb=l[sin(a+b)+sin(a—b)]
L 2
cos(a +b)=cosacosb -sinasinb

it o
. . . € =cost+1snt
sin(a + b)=sin acosb +cos asinb

Vi - 1 -
cos(2)=2cos? 1 —1=1-2sin?¢ °°5’=§(e"+e ")’ Ch’=5(e'+° ')

sin(2!)= 2sint cost 1 ( _,)
2 —-e

sint = %(ei' - e'i‘), sht

P*q P4
sin p +sing = 2sin—+ 3 T e = m(cos(ﬂt)+i8in(ﬂ )) ola=a+ 1ﬂ
sinp -sing = 2smp2q qu
cos p +cosq = 2cosp2q Tq
cos p— cosq—-2smp2q P_zg

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini Comportement a l'origine

lim Int =+ ; limInt = -0
t—>+o0 t—0

lim e =+ ; Sia>0, lim* =0 ; si@<0, lim?% = +0
t—>+4<o t—0 t—0

lim ¢ =0 ; . .
{—>—co ’ Sia>0 lim*Int=0

. t—0
Sia>0, lim % =+o ; sia<0, lim t* =0

1 —>+c0 t—>+c0

Croissances comparées a l'infini
e
Sia>0, lim —=+w
t—>+4o0 1%
. Int
Sia>0, lim —=0
1540 &
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

() /') 1) JA0)
Int 1 cht sht
t
et ¢! sht cht
-1 1
¢ (@eR) at” " Arcsint >
sin ¢ cost 1-1
. 1
cost —sm? Arctant 3
1+¢
tant L 1+tan?s
cos2t e” (ael,C) ae™

Opérations
(u+v)' =u'+v
(k u)' =ku

(uv)r =u'v+uv

1y _

u u2

u) uv-uv
v vz

c) Calcul intégral

Valeur moyenne de fsur [a, b] :

d) Développements limités

(ve u)' =(vou)u
(]
!

b

’
! u ; . .
(In u) =—, u & valeurs strictement positives
u

(u"‘j =a®

Intégration par parties :

[[le) v0) = LIAO)E - L) )

t t2 " t 13 t5 » t2p+1 2p41
¢! ~1+1'+E'-+ +;—-+t s(t) smt—F—-;-+-5—'+---+(—1) mﬂ e(t)
L=1—1+t2+---+(—1)"t”+t"e(t) cost—l—£+——+

1+¢

2 I)P(—THZPS ()

2 3
ln(1+t)-t——t2—+%+ (1 -1 +t "e(r) (1+t)"=l+%x+%—l—)t +m+a(a 1) $a "+l).’"+t"8(t)
. : n:
¢) Equations différentielles
Equations Solutions sur un intervalle 1
!
a(t) x'+ b(t)x =0 f (t) ke 0% ot G est une primitive de ¢ > %
ax”+bx'+cx =0 Sid>0, f(t)=Ae"" + ue* ........ ou r et r, sont les racines de I’équation caractéristique
équation caractéristique : Si A=0, f(¢)= (A +p)e” ......... ol 7 est la racine double de I’équation caractéristique
ar’ +br+c=0 Sia<o, f{t)= [/1 cos(B1)+ ,usin(ﬂt)]c‘“ ol y =a+if et , = a—if sont les racines
de discriminant 4 complexes conjuguées de 1’équation caractéristique.
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