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EXERCICE 1 (12 points)

Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d'une équation différentielle

On considere l'équation différentielle (E): y" —~3y'+2y=-2e"+6
ol y est une fonction inconnue de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, y!
la fonction dérivée de y et y"' sa fonction dérivée seconde.

1° a) Résoudre dans IR ’équation : #>—3r+2=0.
b) En déduire les solutions définies sur IR de 1'équation différentielle (£ ) :
y'=3y'+2y=0. |

2° Soit g la fonction définie sur R par g(x) =2xe” + 3.

a) Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est exacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune
Justification.

La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne
rapporte ni n’enleve de point.

La fonction dérivée g' de la fonction g est définie sur IR par :

| g'(x)=2¢" | g'(x) =2x¢e’ | g®=(x+2e* |

b) Démontrer que la fonction g est une solution particuliére de 1’équation différentielle

(E).
3° En déduire 'ensemble des solutions de I'équation différentielle (£ ).
4° Déterminer la solution f de I'équation différentielle (£ ) qui vérifie les conditions
initiales f(0)=2 et f'(0)=1.
B. Etude d'une fonction et calcul intégral

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = (2x — 1) e * + 3. On note & sa courbe
représentative dans le plan muni d’un repére orthogonal.

1° a)On admet le résultat suivant : lim xe*=0.

X—>—0
Calculer lim f(x).

X—>-o0

b) En déduire que la courbe & admet une droite asymptote dont on donnera une
équation.

2° a) Démontrer que le développement limité, a I’ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction
fest: fx)=2+x+ %x2+x2 £(x) avec lime(x) =0.

b) En déduire une équation de la tangente T 4 la courbe & au point d’abscisse 0.
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c) Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est exacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune
Justification.

La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne
rapporte ni n’enléve de point.

On veut justifier qu’au voisinage du point d’abscisse 0, la courbe & est au-dessus de la
droite T. Recopier sur votre copie la justification exacte.

3 .
5% ? est positif x? £(x) est positif 2 +x est positif

au voisinage de 0. au voisinage de 0. au voisinage de 0.

3° On admet que la fonction dérivée de f est donnée, pour tout x réel, par :
fri@=@x+1)e"

a) Etudier sur IR le signe de f'(x) puis en déduire le sens de variation de f sur IR.

b) Donner la valeur approchée arrondie 4 0,01 du minimum de la fonction f.

0,5 3,
4° a) Onnote /= 'f 2+x+—x° |dx.
0 2
Démontrer que /=1,1875.
0,5
b) On note K = jo (2x—1)e* dx.
Démontrer, a ’aide d’une intégration par parties, que K =3 —2e 03,
5
¢) On note J = jz ) dx.
En utilisant la question précédente, déterminer la valeur exacte de J.

d) Vérifier que J — Test inférieur 3 2 x 102

GROUPEMENT B DES BTS SESSION 2011

Mathématiques MATGRB2

Durée : 2 heures Page : 3/6




EXERCICE 2 ( 8 points )

On considére un signal périodique correspondant 2 la fonction f définie sur R et représentée
sur le graphique fourni en annexe, pour tout réel x de I'intervalle [- 27, 24].

Les questions 1° et 2° sont des questions a choix multiples. Pour chaque question, une seule
réponse est exacte. Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande
aucune justification.

La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse e
rapporte ni n’enléve de point.

1° La fonction f est:

I paire de période 7. l paire de période 2. I impaire de période 7. I

2° Pour tout nombre réel x de I’intervalle [0, 7], f(x) = 7—x.
Si x appartient a I’intervalle [- 7, 0], f(x) s”écrit :

f@)=—x f)=7n+x f(x)=%+x

3° On note ay, et, pour tout entier naturel non nul n, a, et b, les coefficients de Fourier de la
fonction f.

a) Justifier que pour tout » non nul, 5, =0.
b) Calculer P'intégrale /= j;’ (7—-x) dx.

c) Montrer que ap = %

4° a) Un logiciel de calcul formel donne le résultat suivant :

2
)

a, = [1-(-1)"], pourtoutn>1.
Le résultat précédent n’est pas a démontrer.
Déterminer les valeurs exactes de a3, a; et as.

b) On note s3 la fonction correspondant au développement en série de Fourier de la
fonction f; dans lequel on ne conserve que les termes d’indice 7 inférieur ou égal 4 3.
Ecrire I’expression de s3(x).
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5° On considére la fonction g définie sur IR par: g(x) = Zzz— + i( cosx +%cos(3x) ) .
7

a) Compléter, a I’aide de la calculatrice, le tableau figurant sur la feuille annexe, avec les
valeurs approchées de f(x) et g(x) arrondies a 0,01.

b) On admet que la fonction g est décroissante sur [0, 7]. Tracer, dans le repere donnée en
annexe, 1’allure de la courbe représentative de la fonction g sur I’intervalle [0, x].

¢) Compléter le graphique sur I’intervalle [- &, 0] sachant que la fonction g est paire.

Formulaire pour les séries de Fourier

f: fonction périodique de période 7.
Développement en série de Fourier :

+00 = : *
s@=ao+ D (a,cos(no)+b,sinmwt) =Y e, (neN ,keZ).

n=1

a=L [T foa s =27 faeosmond ¢neN);

T
T
bo=2 (""" @) sing o) dr.
T Ja
_ 1 feT -ikot 4, (e Ty - - .
=g |, fOFd (ke sCco=a ;
—1ib a +ib N
a"2 L=C, ; ”2 L=c,mnelN).
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Repére de I'épreuve : intercalaires dans
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Epreuve/sous-épreuve :
(Préciser, suivi s'll y a lieu, le sujet choisl)
ANNEXE A COMPLETER PUIS
A RENDRE AVEC LA COPIE

EXERCICE 2
Questions 1°, 2° et 5°.

Représentation graphique de la fonction f. Graphique a compléter aux question 5° b) et 5 ¢).

A st eI Sty Sk S
e

R o

Tableaux de valeurs a compléter a la question 5° a) :

x 0 0,5 1 15 % 2.5 3 -
) = 2,14
glx)~ 2,12
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In{ab)=Ina+Inb, oa>0eth>0
exp(a + b) = expaxexpb

a[ =et1na

,oua>0
1% =¥ out>0
cos(a + b) = cosacosb —sinasind

sin(a + b)=sinacosb +cosasinb
cos(2z‘)=2<:os2 t-1=1-2sin?¢
sin(2¢)=2sin¢ cos?

sinp+sing = 2sinp—;_icos£;—q

sinp —sing = Zsinp;q cos%—q

cosp+cosg = ,’Zs:ospT-i_qcosg:-i

cosp —cosq =—23in£~_2{_—q—sin%

2. CALCUL DIFFERENTIEL ETINTEGRAL

a) Limites usuelles
Comportement a l'infini

Iim Inf =+w ;
t=>+<0

lim e’ =+w ;
{—>+c0

lim e =0 ;
{—>—co

Sia>0, lm t%=+c0 ; siax<0, lim 1% =0
t—>+e0 {—>+co

Croissances comparées a l'infini
o
Sig>0, lim —=+w0
t—+eo &
. . Int
Sig>0, lim —=0
t—>+o0 1%

Formulaire de mathématiques

cosacosh = -;—[co;(a +b)+ cos(a - b)]
[cos(a - )& cos(a +b)]

smasinb =

sinacosb = [sin(a + b)+ sin(a - b)]

.t\)lr—-‘ =

e =cost+isint

cost= —1—(ei[ + e_it), cht= —l-(et +e't)
2 2

sz =i_(eit - e_“), sht =l(et —e_’)
21 2

e = e(cos (B1)+isin(B7)), ola=a+if

Comportement a l'origine

limht = -

=0

Sia>0, limt* =0 ; si <0, limt% =+
=0 =0

Sia>0, limt*Inr=0.
=0
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

) A0 /) 7
I 1 cht sht
t
of of sht cht
(e R) at® Arcsint
: -1
sin ¢ cos ¢
1
cost —sint Arctant —5
1+¢
L o lttan?s
fant cos?t e (ael,C) ae™
Opérations
(”‘H’) =u'+V' (vou) (v o u)u!
(k u)’ k' ( y
’ ll) = uo_
(z:v) =u'v+uy ¢ C
( (in u), =L seua valeurs strictement positives
u
(_} _wy-uy (u“)l =au®* 1y
v v2
¢) Calcul intégral
Valeur moyenne de fsur[a, b] . Intégration par parties :
b b b
1) & [ule) vie) ar =B’ - [ ) ) e
-a va a a
d) Développements limités
2 n 3.5 2p+1
L > =t LT RN 2p+l
e —1+1!+2'+ +n.+t e (r) smt—“ TR +(-1) (2p+1)!+tp e(t)
1 2 4 2p
m=1—f+f2+'“+(—1)nfn+l‘n5(f) cost=1-—t—!+—2—! (—l)p—(;p)!+t2Pe(t)
2 3
(1+t)-t——2—+%+ (=1 -1f —+t e (¢) @+ =1+ t+a(§!_1)z2+---+5£‘5—:—1}—"'j—aﬂt"+z"e(z)

e) Equations différentielles

Equations

Solutions sur un intervalle I

a(t) x+ b(t) =0

7()= k™Y 03 G est une primitive de ¢ >

B(t)

a(t)

ax" +bx'+cx=0

ar® +br+c=0

de discriminant 4

équation caractéristique :

Sia>0, f(t)=Ae" + pe'
Sid=0, f(t)=(1+p)e"

SiA<0, f(t)=[Acos(Br)+ usin(pr)]e®!

ol x et r, sontles racines de I’équation caractéristique

ol  est 1a racine double de I’équation caractéristique

oiry =a+if et r, = ¢ ~1ff sont lesracines
complexes conjuguées de 1’équation caractéristique.
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