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EXERCICE 1 (10 points)

On notera U la fonction échelon unité définie sur I’ensemble des nombres réels telle que :

Ut)=0 sit<0
=1

U (t) sit>0.

Une fonction définie sur ’ensemble des nombres réels est dite causale lorsque cette fonction est
nulle sur Uintervalle | — oo; 0].

On note e I’échelon causal discret, défini sur ’ensemble des nombres entiers relatifs.par :

e(n)=0 sin<0
=1

sin > 0.

On considere un systeme entrée-sortie du premier ordre. Le signal de sortie est modélisé par

une fonction causale s telle que s (0) = 0 et vérifiant I’équation.différentielle suivante :
25'(t) + s(t) = 3U ().

Le signal d’entrée prend, a tout instant t, la valeur 3¢ (t)

3U(t) s(t)

Partie A

1. Résoudre I'équation différentielle
2y'(t) +y(t) = 0.
2. On considere 'équation différentielle (E) :

2y/(t) + y(t) = 3.

Déterminer la fonction constante h solution de cette équation différentielle.

3. En déduire que, pour tout nombre réel t positif ou nul, on a :
s(t) = 3 — 3e "%,

4. (a) Etudier le sens de variation de la fonction s sur l'intervalle [0; 4-o00].
(b) Préciser la valeur du nombre réel ¢, limite de s(t) quand ¢ tend vers +o0.
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5. L’annexe 1 jointe au sujet comporte quatre courbes représentatives de fonctions causales.

Parmi ces quatre courbes, laquelle représente la fonction s? Justifier ce choix.

6. On appelle temps de réponse du systeme la valeur du nombre réel ¢ a partir de laquelle
s (t) atteint 95 % de la valeur de la limite ¢ calculée a la question 4.
Déterminer une valeur approchée du temps de réponse de ce systeme.

Plusieurs méthodes sont possibles, préciser la démarche choisie.

Partie B

On s’intéresse maintenant a un systeme entrée-sortie numérique destiné a approcher le’systeme
analogique étudié dans la partie A. Une discrétisation de I’équation différentielle-(E) avec un

pas de discrétisation T, permet d’obtenir, pour tout entier naturel n, la relation, (E’) suivante :

z(n+1) —z(n)
Te

2

+z(n+1)=3.

Pour tout nombre entier n, le nombre réel z(n) fournit une appreximation de s (n7).

En particulier, on a :

Pour toute la suite de I'exercice, on prend T, = 0,1-seconde.

1. Montrer que la relation (E’) peut s’écrire,(pour teut nombre entier positif ou nul, sous la

forme m .
1) == —.
xnd1) e (n) + -
2. On a rempli le tableau de valeurs ci-dessous.
n 0 1 2 3

z(n) | 010,143 | 0,279 | 0,408

Calculer des valeurs approchées a 107 pres des nombres réels x (4) et x (5).
3. On note X«(z) la transformée en Z de la suite = (n).

Déduire‘de la question 1 que

X (2) 1

- _7(2—1) <z—§).

4. Déterminer les nombres réels A et B tels que

X(2) A B
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5. En déduire que, pour tout entier naturel n, on a :

co-s(e-3))

6. (a) Préciser la limite de x (n) quand n tend vers +oo.

20\"
(b) Déterminer le plus petit entier naturel n tel que 1 — (ﬁ) > 0,95.

(c) En déduire, & 107! pres, le temps de réponse en secondes du systéme numérique. (La

notion de temps de réponse d’un systeme a été défini a la question [0l de la partie A.)
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EXERCICE 2 (10 points)

Un circuit électrique comporte, en série, une résistance R et un condensateur de capacité C.

Le circuit est alimenté par une tension « source » représentée par une fonction e. La tension
aux bornes du condensateur est représentée par une fonction v. Si_onconsidere cette tension
comme signal de « sortie », le circuit joue le role de filtre passe-has.

On notera U la fonction échelon unité définie sur I’ensemble des nombres réels telle que :

U(t)

0 s1t<A0
Uit)=1

sit. > 0.

Partie A

Les fonctions e et v vérifient I'équation différentiellé (&) suivante :

do(t)

RC
dt

o) = et).

De plus, on suppose que v.(#) = 0 pour tout nombre réel ¢ négatif ou nul. En particulier, on a
v (0) = 0.

On admet que les fonctions e et v possedent des transformées de Laplace, notées respectivement
EetV.

1. La tension e appliquée en entrée au circuit est telle que, pour tout nombre réel ¢ :
e(t)=10U(t).
(a) Tracer sur la copie une représentation graphique de la fonction e.
(b) Exprimer F (p).
2. En appliquant la transformation de Laplace a I’équation différentielle (£), montrer que :

10

Vip) :p(RCp—l—l)'
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3. (a) Vérifier que

10 10
Vi) = - —
P RO
(b) En déduire 'expression de v (¢) pour tout nombre réel ¢ positif ou nul en fonction de
t, Ret C.
Partie B

™
Dans toute la suite, j désigne le nombre complexe de module 1 et d’argument 5

La transmittance isochrone T' du circuit est définie, pour toute pulsation w, par :

1
1Cw
R+ —
+quJ
1. O !
. On pose wy = —.
p 0 RO
Montrer que :
1
1 4=
Wo

2. Calculer T'(wp). Déterminer alors le module et un‘argument du nombre complexe 7" (wy).

3. Cette question est posée sous la forme d'un QCM. Aucune justification n’est demandée.
Pour chacune des questions, en{écrira surla’‘copie la formule choisie. L’absence de réponse

ou une mauvaise réponse n’est' pas pénalisante.

(a) Parmi les quatrefexpressions-ci-dessous, laquelle donne le module du nombre com-
plexe T (w)?

1 1 -1

2 2 1+ w 2
w
Wo Wo Wo
(b) “Parmi les quatre expressions ci-dessous, laquelle donne un argument du nombre

complexe T (w)?
wo w w w
— arctan (—) — — arctan <—) arctan <—)
w Wo wo wWo
4. Vérifier la concordance entre les résultats trouvés aux questions 2 et 3a puis 2 et 3b.

5. Pour une pulsation w de la tension d’entrée e, le gain Ggp (w) du circuit, exprimé en

décibels, est donné par la formule

G () = gy M (T @)
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Calculer, a une unité pres, le gain correspondant a la pulsation wy.

6. Pour toute la suite de ’exercice, on se place dans le cas ou wy = 500.

Pour tout nombre réel w appartenant a Iintervalle |0; +00[, on pose

¢ (w) = — arctan (i>
500

et on note M (w) le point de coordonnées (¢ (w); Gap (w)).
Le point M (w) décrit la courbe tracée sur la figure du document réponse lorsque w varie.
(a) Calculer ¢ (wp).
(b) Placer alors le point My = M (500).
(¢) En déduire graphiquement 'ordonnée du point Mj.
7. On admet que la fonction ¢ est strictement décroissante sur 'intervalle’]0 ; 4+oo].
La valeur de w correspondant au point M; du document réponse est-elle :

— stictement inférieure a 500 7
— égale a 5007
— strictement supérieure a 500 7

On justifiera la réponse.

‘ BTS ‘ Session 2012 ‘
‘ Mathématiques ‘ code: MATGRA1 ‘ Page : 7/10 ‘




Document réponse

0 02 04 06 0.8
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Annexe 1

Courbe 1

Courbe 2
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Annexe 1 (suite)

i

Courbe 3

Courbe 4
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab)=lna+Inb, oha>0eth>0 cosacosh ='-12-[008(a+b)+605(a“b)]

exp(a+b)=expaxexpbh ) )
f_otlnag sinasiub=-:l-z-[cos(a—b)—cos(a+b)]

d youag>0

1% =™ o> 0 sinacosb=-I2-—[sin(a+b)+sin(a—b)]
cos(a+b}=cosacosb—singsind

it [
. . . g" =cosi-+isins
sin{a+b) =sinacosbh +cosasind

2 2 cos? =l(ei' + e"“)
cos(2) =2cos” f—1=1-2s5m" ¢ 2
in (2¢) = 2sintcos? . .
sin (2f) = 2sin f cos sinr:i.k"—e"')
i
; i o PE - LT TR T e s
sin p+sin g = 2sin £ L cos 224 - ‘ - O\ AN e T e
2 2 . - Lefli=e (QDS(,BI)-!—I,}I_I]_.(,BI']),Oﬁa=£¥+1ﬂ
A . ) — + - .- Q5 - .
$in p—sing = 2sin 2" L cos 24 Lo T A Y D e
2 2
cos p+o0sq = 2cos 2L cos =9
2 2
. p+tg . p-
cosp-—cosq=—2'smp—-q~smp—2q—

2. CALCUL DIFFERENTIEL ETINTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement & l'infini Comportement 3 l'origine
lim Int=4oe; limlnt=—w
I —3ten 1.3
: ! . . . .
lim e =+e ; Sia>0, lim®=0; sia<0, im (% =400
=330 =0 =0
lim e’ =0 3 . .
FRrwy Sia>0 lim®ne=0.
4 . i—0 .
Sha>)0, lim (% =4 sio=0, lim *=0
L i f—rten

Croissances compardes & l'infini
of
S1a>0, lim —=+es

1 —3etoa O
. . ot
Sie>0, lim ~-=0
{=3teo
Formulaire de mathématiques .22 BTS du groupement A




b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

i JAG] S PG
1 1
In: - Axcsint 3
t 1—¢
ef ot 1
i Arctani 2
o (ae ]R) al‘a— - 1+¢
sin ¢ cos t e” (ac ©) ae®™
cos ¢ —sinf
l 2
tant s—=1+tan"f
cos“ ¢
Qoérations
(+v) =o'+ vou) =(v culu’

(cu) = ku’

(uv)’= wvuy

¢} Calcul intégral
Valeur moyenne de fsur [a, b] :

ni—;j:f(t) dr

d) Développements limités
2 H
t
(S UL +L+r e ()
o2t

Lz__ 2 oaf_q\.n
PTRLEALE + (=1 + "¢ (¢)

N L R ) TN
SRS AT S LA
253 n

e} Equations différentielies

r
(e") ="y

) . iy
(Inu) =—, u 4 valeurs strictément positives
u

’
(ua ).=aucz-—! "

Intégrm‘ion par partie.s‘ :

I u(t u(a')v( j ( ) v(t) dr .

3 5

2p+
sint =— - 41 et (-1)P ! +¢2p+15(r)
I3t st {2p +1}1
2 M 2p
COS[:]—--t——-b-t-—..i.....!. _1)p r_+r2PE (f)
2t 4 2p)
TR

Equations

Solutions sur un intervalie 1

alt)x +blt)x =0

£t)=ke=60)

hit)

ot G esl une primitive de 1 1 —=%

alt)

ax”+bx 4 ex =0

équation caractéristique ;
A b=

ar” s hre=10

de discriminant A

(£Y4

Sia>0, f{t)=Ae" + et
Sid=0, flry=Q@Ar+ple”.........
Sia<0, /)= [ﬂ.cos(ﬁt)-i p_sm([it)]

ol 1 et ry sont les racines de I’équation caractéristique

ou » esi la racine double de 1'équation caractéristique
o i = a+ifl ef r, =a—iff sont les racines
complexes conjuguées de 1équation caractéristique.
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3. SERIES DE FOURIER
f: fonction périodique de période T';

développement en série de Fourder :

oo 4o
st)=aq + E(a,, cos(ro 1)+ b, sin{na1)) = Ecke‘k“” . (ne N ke Z).

n=t —y
1 ra+? 2 ratT . “E a+T X
ay == L Fi)de ; ap =] S coslpanr)as ; by = L 7 sin{nm t)ds .
atT . s .
Cp L FOe ™3y (ke Z); cy=ag ; E'5---—-1—‘?-5'--=c,, ; Op tiby _, (ne I,
Tda 2 2
4. TRANSFORMATION DE LAPLACE
Fonctions usuelles
ea)=L L) =5 ; A=t e
P P P
gleaf)-—— ; =2 =gl
le Q[(r)) e Plsin(o) %) Toa? $(cos(oe)u(r)) .
Propriétés
£
e %O Re)
!
Slanat) a0 iF(ﬁ)
o o [

fle=) Up—)
f) e a)
£t
70U

‘ —1 fle) u()

J'U £G) U du

F(p)e™?
Flp+a)
pF(p)- 1(0%)
PrE(p)-p FO")- £107)
F'(p)

Flp)

p
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5. TRANSFORMATION EN Z

Signal cansal

Transformée en £

nis x(n) pourne N 2 {Zx)(2)
e(ny=1 (Ze)(z)=——
—
a0y =1 -

{d(n) =0sine0 @) =1

= e
.............. s
c(ny=n? (@) =2
Jy=a", ae R {0} (@) =—Z=
¥n) = "x(n), a R~ {0} (@)= (Zx)[—)

y(my=x(n—ng), (n— mgye W
ou (2 )(2y=2"0(Zx)(z)
¥(n) = x{n—ng Jeln ~ ngy)

vim)=x{n+ ny), e N

(D= 2 (2Xa)~ x(0) = 2™ — 22z~ x(r - aced
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6. PROBABILITES

a) Loibinomiale P(X =k)= Cf,pkq"_k ol .= k—l(;n‘l}‘j] i )= np o{X)= J;P_‘?
b) Loi de Poisson
2| 02 03 0,4 05 0,6

PlX =k)= _1 f‘k 0 08187 | 07408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488

' 1 01637 | 02222 | 0,268t | 03033 | 03293

2 o0164 | 0,0333 | 0,053 | 00758 | 0,0988

E(¥)=21

3 oot | 00033 | oeer2 | 00126 |-0,0198

4 oo000 | 00003 | 00007 | 0,8016-1 0,0030

Vix)=2 5 o000 | ooeor |-o00002 | 00004

; a,0000, | 0,0000 | 0,0000

R 15 2 3 4 5 6 7 8 9 0
] 0.368 0.223 0135 0.050 0.018 0.007 0,002 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0368 0.335 0.271 0149 | 0073 0.034 0.015 0.006 0.003 0.801 0.000
2 0.184 p.251 0.271 0,224 0.147 9.084 0.045 0.022 0.011 0.005 0.002
3 0.061 0.126 0.130 0.224 0,195 0.140 0.089 0.052 0.019 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.090 0.168 0.195 8,176 0.134 0091 0.057 0.034 0.019
5 0.003 0.014 0.036 0.101 0.156 0.176 1.161 0128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 0.612 0.050 0.104 0.146 9.161 0,149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 0.001 0.003 0.022 0.060 0.104 0.138 0.148 0.140 0.117 0.090
8 2000 0.00% 0.008 0.030 0.065 0.103 0.130 0.140 0,132 0113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.069 0.101 0.124 0132 | +0.128
10 0.001 0.005 0018 0.041 0071 0.099 0.119 0.125
11 a.0nn (| o0z 0.008 8.023 0.045 0.072 0.097 0.114
12 0.001 0.003 9.011 0.026 0.048 0.073 0.095
13 0,000 0.601 0.005 0.014 0.030 0.050 0.073
14 0.000 0.002 0.067 0.017 0.032 0.052
15 001 0.003 0.009 0.019 0.035
16 0.000 6.001 0.005 0.011 0.022
17 0.001 0.002 0.006 0613
18 0,000 0.001 9.003 0.007
19 0.000 0.001 £.004
20 0.001 0.002
2 0,000 0.001
12 0.000
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¢) Loi normale

xl

des L 1 —
La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité ; f (x}= 72—;8 2

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUTFE ./ (0,1)

Ti(t)= P(T < r):f:f(x)dx

t 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
00 | 05000 | 05040 | 90,5080 0,5120 | 05160 06,5199 0,523 9 05279 | 0,5319 | 0,535%
6,1 | 05398 | 0,5438 | 05478 | 80,5517 | 0,5557 | 05596 05636 § 05675 | 053714 | 05753
82 | 05793 05632 | 05871 05916 | 05943 | 05987 06826 [ 06064 | 06103 06341
0,3 | 06173 | 06237 | 08,6255 | 0,6293 | 06331 0,636 8 60,6406 | 06443 | 0,6430 1 0,6517
8,4 {1 06554 | 06591 06628 | 06664 | 06700 | 06736 | 06772 0,6808 | (06844 | 06879
05 | 06915 | 0,650 | 66985 | 07019 | 0,7054 | 0,7088 60,7123 0,757 |\ 0,7190 | 07224
06 1 07257 | 0,7290 | 06,7324 | 60,7357 | 0,7389 | 0,7422 07454 1 8,7486 [-0,7517 | 0,754 9
0,7 { 7580 | 0,7611 | 0,7642 0,7673 | 06,7704 0,7734 | 0,7764 | 06,7794 | 90,7823 | 0,7852
08 | 07881 1 0,7910 | 0,7939 0,7967 | 06,7995 | 0,8023 | 0,8051 05073 | 08106 | 0,8133
09 | 08159 | 08186 | 08212 0,8238 | 08254 08289 | 08315 | 08340 | 08365 | 08389
Loy 08413 | 08438 | 08461 | 0,8485 | 0,850 0,8531 08554 | 06,8577 | 0,859 9 0,862 1
LI | 08643 | 88665 | 08686 | 0,87¢8 | 0,8729 | 08749 | 08770 |" 08798 | 08810 0.8330
1,2 | 08849 | 08869 | 08888 | 08907 | 0,8925-| 08944 | 08962 | 0,898 0,899 7 0,901 5
13 | 09032 | 09049 | 09066 | 0,982 | 02099} p9115 | 09131 09147 | 09162 09177
14 | 09192 | 09207 | 09222 | 09236,/ (00251 09265 | 09279 | 09292 | 09306 0,931 9
1,5 1 09332 | 09345 | 09357 | 09370 | 09382 |-09394 | 09406 0.%41 8 09419 | 09441
L6 | 09452 | 10,5463 | 09474 02484 | 02495109505 | 09515 69525 | 0,935 | 09545 §
L7 { 09554 | 0,054 | 09573 09582 | 09591 0,959% | 05608 09616 | 0,9625 | 09633
L8 | 09641 | 09649 | 09656 0.9664 109671 0,967 8 0,968 6 09693 | 0,969% | 99706
19 § 09713 | 09719 | 09726 | 09732 09738 | 09744 | 09750 | 09756 0,976 1 9,976 7
0 | 09772 | 09779 | 89783 | 09788 | 09793 09798 | 05803 | 09308 | 09812 | 09117
21 | 09821 D826 | 89830 | 09834 | 095838 | 09842 | 09846 | 09850 | 09854 | 09857
22 | 09861 09864 | 09868 | 09871 | 09875 | 09878 | 09881 09884 | 09887 | 09890
23 | 09893 0,9896 | 09898 | 09801 69904 | 09906 | 09908 | 09911 09913 | 06,9914
2.4 1 (09518 | 59920 | 09922 89925 1 09927 | 09929 | 09931 09932 t 09934 | 09936
2,57 09938 | 10,9940 | 0,991 09943 | 09945 | 0,9946 | 09943 | 09949 | 09951 0,9952
261 09953 | 09955 | 09956 | 09957 | 09959 0990 | 09961 69962 | 09963 | 09964
27 | 09965 | 09966 | 09967 | 09963 | 89969 | 09970 0,997 1 09972 | 09973 | 09974
28 | 09974 | 09975 | 09976 | 09977 | 09977 0,997 8 0,867 9 09979 ; 09980 | 69981
29 | 85,9931 0,998 2 0,9981 { 09983 | p5984 0,9984 | 09985 0,998 5 09986 | 09986
TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢
! 3.0 32 33 34 35 1.6 38 4,0 4,5
II{s} | 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 099976 ; 0,999 841 | 0,999 928 | 5,999 968 | 0,999 997
Nota : TI(~t)=1-T1(r)
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