SERVICES CULTURE EDITIONS
RESSOURCES POUR
'EDUCATION NATIONALE

Ce document a été numérisé par le CRDP de Bordeaux pour la
Base Nationale des Sujets d’Examens de I’enseignement professionnel.

Campagne 2013

Ce fichier numérique ne peut étre reproduit, représenté, adapté ou traduit sans autorisation.



BREVET DE TECHNICIEN SUPERIEUR
SESSION 2013
Epreuve de mathématiques
GROUPEMENT B CODE : MATGRB2

Durée : 2 heures

SPECIALITE COEFFICIENT

Conception et industrialisation en

. . 1,5
microtechniques

Dés que le sujet vous est remis, assurez-vous qu'’il est complet.
Le sujet comporte 5 pages numérotées de 1/5 a 5/5.
Un formulaire de 3 pages est joint au sujet.

Les calculatrices de poche sont autorisées conformément a la circulaire n°® 99-186 du 16 novembre 1999.
La clarté du raisonnement et la qualité de la rédaction interviendront pour une part importante dans I'appréciation
des copies.
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EXERCICE 1 (12 points)
Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

Dans cet exercice, on étudie des fonctions intervenant dans les prévisions sur la vitesse
moyenne du vent pour I'implantation d’éoliennes.

A. Résolution d'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle (E) : y '+ (0,25 x) y = 0,25 X
ou y est une fonction inconnue de la variable réelle x, définie et dérivable sur [0, + xo[-ety ' sa
fonction dérivée.

1° Déterminer les solutions définies sur [0, + «o[ de I'équation différentielle (Eop)
y'+(0,25x)y=0.

2° Vérifier que la fonction constante h, définie sur [0, + oo par h(x) =1, est une solution de
I’équation différentielle (E).

3° En déduire les solutions de I'équation différentielle (E).
4° Déterminer la solution de I'équation différentielle(E) qui vérifie la condition initiale

F(0) = 0.
Remarque : la fonction F intervient dans la partie, C decet exercice.

B. Etude d'une fonction

2
Soit f la fonction définie sur [0, + o[ par f (x) = (0,25 X) e 015X

Remarque : la fonction f n’est.pas une solution de I'équation différentielle (E).
- -
On désigne par C la courbe représentative de f dans un repére (O ; i, j).

1° Les questions a)-et b) suivantes sont des questions a choix multiples. Pour chaque
guestion, une seule réponse est exacte. Recopier sur la copie la réponse qui vous parait
exacte. On ne demande aucune justification.

La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne
rapporte ni.n’enléve de point.

a) lim—f(x) est égal a:

X>+00

‘ + o0 ‘ —® ‘ 0

b) En + o la courbe C admet une asymptote d’équation :

| =—0,125 x? | y=0 | o
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2° a) Démontrer que, pour tout réel x de I'intervalle [0, + o[,
2
f'(x) = 0,0625 (2 + x)(2 —x) e X
b) En déduire le signe de f '(x) sur l'intervalle [0, + oof.

c) Dresser le tableau de variation de la fonction f sur l'intervalle [0, + oof.

3° Un logiciel de calcul formel fournit le développement limité de la fonction f, a I'ordre 3, au
voisinage de zéro : f(x) = 0,25 x — 0,031 25 x> + x? ¢(x) avec Iim0 g(x) = 0.
X—>

Ce résultat est admis et n’est donc pas a démontrer.
a) En déduire une équation de la tangente T a la courbe C au point d’abscisse 0

b) Etudier la position relative de T et de C au voisinage du point d’abscisse 0, pour x
positif.

C. Application al'étude de la vitesse du vent

~0,125%°
1° Soit F la fonction définie sur [0, + o[ par F(X)=1—-¢e .

a) Calculer lim F(x).

X—>+00
b) Démontrer que F est une primitive sur [0, +oo[ de-la‘fonction f définie sur [0, + oof par :

2
f(x) = (0,25%) & 22X

6 L
2° Calculer 1= .[1 f (x) dx. Donner |a valeur-approchée du résultat arrondie & 10 2.

Le résultat précédent donne_la_probabilité, qu’une journée donnée, la vitesse moyenne du
vent soit comprise entre 1 m/S’et 6 m/s.
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EXERCICE 2 (8 points)
Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Etude d’un signal

On considére la fonction f, périodique de période T = 4, définie par :
f(x)=2six e [0, 3[;
f(xX)=0six e [3,4].

1° a) Déterminer f (1), f (3,2) puis f (3).

b) Tracer la représentation graphique de la fonction f, pour x variant dans l'intervalle
[~ 4, 8[, dans un repére orthogonal d’unités graphiques 1 cm sur I'axe des abscisses et 2
cm sur I'axe des ordonnées.

2° Cette question est une question a choix multiples. Une seule-réponse est exacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune justification.
La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une<absence de réponse ne
rapporte ni n’enléve de point.

| Sixe[13,14[f(x)=0 | Sixe[14,15[f(x)=2"| Sixe[1516Lf(x)=2 |

3° On note o la pulsation associée a la fonction f. Justifier que ® = g

B. Calcul des coefficients de Fourier a, du signal

On note a, et b, les coefficients de Fourier de la fonction f.

- 3
1° Verifier que ag = rh
. . AV . . s 3 n
2° a) Soit n un entier supérieur ou égal a 1, calculer I'intégrale | = Io cos(%tj dt.

b) Montrer-que, pour tout entiern> 1, a, = isin(?’nTﬂ;).
nmn

¢) En-déduire les valeurs exactes de aj, a, et as.
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C. Application a la valeur efficace

1° On admet que, pour tout entiern> 1, a, = isin(3n nj et b, = i[1—005(% TED
nmn 2 nn 2

Recopier et compléter le tableau suivant avec des valeurs approchées arrondies a 0,001.

n 0 1 2 3
an 15
Pn

2° On note f, la valeur efficace de la fonction f et on admet que .2 = 3.

. e 1
Soit P le nombre défini par : P = ag® + > (@i + b,? + a,% + by? + a5® + bs?).
On veut vérifier que le nombre P est une approximation de f.°.

a) En utilisant les nombres du tableau de la question 1°, calculer le hombre P. Donner la
valeur approchée de P arrondie a 0,01.

b) On appelle erreur relative de I'approximation le nombre 3x% :
Vérifier que =——— < 0,04.
Formulaire pour les séries de Fourier
f : fonction périodique de période T.
Développement en série de Fouriér :
+00 +00 .
st)=ao+ Y. (apcos(not)+by sin(hot)) = > c e, (neN', ke2).
n=1 —00
_1pa+T . _ 2 a+T .
ao = ?ja f(t)dt,: an= ?ja f(t)cos(n o t) dt
_ 2 a+T )
by = ?ja f () sin(n o t) dt.
_ 1pasT —ikot . _ :
k= ?ja f(t) e’ °tdt (ke2) : co=ap ;
a, —1ib a, +ib .
—”2”=n; —”2”=C_n(neN).
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES
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1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(@b) =Ina+Inb, outa>0etb>0
exp(a+b) =expaxexpb

al =e'"2 oua>0

t% =e*"t oit>0

cos(a+b) =cosacosb-sinasinb
sin(a+b) =sinacosb + cosasinb
cos (2t) = 2c0s°t-1=1-2sin’t
sin (2t) = 2sintcost

sin p+sing= 23in%cos%

sin p—sing = 25in%cos¥

oS p+Cosq = 2005%005ﬂ

2
COS p—C0S Q= —25in¥sin%

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini

lim Int=+ow ;

t—>+0

lim €' =+ ;

t—>-+o0

lim e' =0 ;

t—>—

Sia>0, lim t*=+w ; sia<0, limt*=0
t—>+o00 t—+o0

Croissances compar ées a l'infini
t
. . e
Sia>0,"'lim — =4
t>+w t%
. . Int
Sia>0, lim —=0
to+o t¥
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cosacosb:%[cos(a+ b) + cos (a—b) |
sin asinb=%[cos(a—b)—cos(a+ b) |

sin acosb:%[sin(aJr b) + sin (a—b) |

e =cost+isint

(eit +e’“)

e

cost =

[~ e

sint =

N

e —e?(cos(Bt) +isin (A1), ola=a+if

Comportement al'origine

limiInt = -o0

t—0

Sia>0, limt* =0 ;
t—0

Sia>0, limt%Int=0.

t—0

si <0, limt* =+

t—0
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

f(t) f'(t) f(t) f'(t)
1 _ 1
Int - Arcsint >
t 1-t
et et 1
1 Arc tant 2
t* (e € R) at®” 1+t
sin't cos t e (ae C) ae™
cost -sint
tant 12 =1+tan’t
cos” t
Opérations
(U+v) =u'+v (vou)':(v’ou)u’
(ku) = ku’ :
: (e“) =e'u’
(W) =uv+uv
(In u)’ =—, uavaleurs strictement positives

c¢) Calcul intégral

Valeur moyennedef sur [a, b] :

1 b
— | f(t)dt
b-a/la ()

d) Développements limités
2 n

B PR SR UL Y
Tl )"t +t"e ()
2 t3

IS L AR LS LY
In(L+t)=t 2+3+ +(-2) n+ts(t)

e) Equations différentielles

Intégration par parties:

I:u(t) V(t) dt = [ult)vt))® _I bu'(t) vit) dt

3 ¢ £2p+l
sint:—__+_+...+(_1)p 2p+18(t)
1 3! 5l (2p+1)|
cost=1-—+—+ (_1)P +t2ps(t)
21 41 (2p)!
(1+t)a :1+gt+Mt2+,,,+ a(a_l)”.(a_n*—l)tn+tn8(t)
T 2! n!

Equations

Solutions sur un intervalle |

a(t) X +b(t) x=0

£(t)= ke 1) ou G est une primitive de t >

b(t)

a(t)

ax"+bx' +cx=0
equation caractéristique : |sj 4= 0, f(t)= (At + u)e"
ar?+br+c=0

de discriminant A

SiA>0, f(t)= " + pe™ ..

ou r, et r, sont les racines de I’équation caractéristique

ou r est la racine double de I’équation caractéristique

SiA<0, f(t)=[1cos(Bt)+ usin(Bt)]e* olir, =a+if et r, = a—ip sontles racines

complexes conjuguées de I’équation caractéristique.
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