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EXERCICE 1 (10 points)

Cet exercice comporte 2 parties indépendantes. Il traite de I’équilibre de systémes triphasés.

Aucune connaissance sur ces systémes n’est nécessaire pour traiter l'intégralité de cet exercice.

Partie A

Un onduleur a commande asynchrone délivre une tension périodique f (t) de période 27 selon

la représentation graphique suivante :

1. Sur 'annexe n° 1, on a représenté graphiquement,sur'[—2x;27| la tension f (¢) et la tension
.
5 )
Sur le document réponse, compléter le tableau/de valeurs et construire la représentation
47
graphique de la tension f (t + 3) sur [—2m;-27].
2. En régime triphasé, l'onduleur soumet la-phase 1 a la tension f(t), la phase 2 a la tension

2 4
f (t + ;) et la phase 3 q f <t + ~3ﬂ> Le neutre, quant a lui, est soumis a la somme

S (t) des tensions des phases, définie par

S(t)—f(t)+f<t+2;> +f<t+4;>.

Si cette somme est nulle pour tout nombre réel t, le systéme triphasé est équilibré. Sinon,
le systeme est déséquilibre.
(a) Calculer S (0).

(b) Le systéme triphasé étudié dans cette partie est-il équilibré ?

Partie B

Pour garantir I’équilibrage d’un systeme triphasé, on peut utiliser un onduleur & commande
décalée. Ainsi, nous considérons dans cette partie que la tension délivrée est un signal g de
période 27, dont la représentation graphique sur [—2m; 27] figure ci-apres :
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On s’intéresse au développement en série de Fourier du signal g.
Dans la suite de 'exercice, ag , a, et b, désignent les coefficients du développement en série de

Fourier de ce signal g, avec les notations du formulaire.

1. Déterminer ag.

\)

. Préciser la valeur des coefficients b,, pour tout entier naturel n non nul.

2 2
3. (a) Donner la valeur de g(t) sur chacun des intervalles }0; g [, } %; % [ et ] %; T [

(b) Montrer que, pour tout entier naturel nnonmul, on a :

: (mr) i 2nm
11| — 11 _—
2 M) TER T

= —
v n

4. (a) Vérifier que age =0, pour tout nombre entier naturel £ non nul.

(b) On démontre.que ce qui empéche un signal d’étre nul dans le neutre est la présence
d’harmoniques non nulles de rangs multiples de 3 dans le développement en série de
Fourier du signal g.

Peutron considérer que le systeme triphasé est équilibré, c’est a dire que la tension

sur le neutre est nulle ?

Remarque : Dans les hopitauz, les banques, les lycées, etc., U'énergie électrique est fournie par
des transformateurs ou par les onduleurs qui alimentent une multitude de récepteurs (ordina-
teurs, lampes basse-consommation...) qui génerent des courants harmoniques. Sans une instal-
lation adaptée et sans une utilisation de récepteurs optimisés, [’accumulation d’harmoniques de
rangs multiples de 8 conduit au déséquilibre du systéeme triphasé. Ceci peut engendrer de graves
problémes : surchauffe du fil portant le neutre, phénomenes d’interférence, augmentation des

pertes d’énergie, ouverture des fusibles ou interrupteurs automatiques...
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EXERCICE 2 (10 points)

Les parties A, B et C de cet exercice peuvent étre traitées de maniere indépendante.

On notera U la fonction échelon unité définie pour tout nombre réel ¢ par :

Ult)y=0 sit<0
Ut)y=1 sit>0

Une fonction définie sur ’ensemble des nombres réels est dite causale lorsque cette fonction-est
nulle sur l'intervalle | — 0o; 0[. On considére un systeéme entrée-sortie ou les signaux d’entrée et
sortie sont modélisés par des fonctions causales notées respectivement e et s. Ce systeme est
du second ordre, c’est a dire que les fonctions e et s sont liées sur l'intervalle [0; +e0[ par une
équation différentielle du type

s"(t) +b$'(t) + es(t) = ce(t),

ou b et ¢ désignent des constantes réelles.

On suppose de plus dans tout 'exercice que s(0) = 0 et s'(0) = 0:

Partie A : résolution d’une équation différentielle du second ordre

Dans cette partie, on suppose que b = 1 et ¢ = 0,25/ Deplus, le signal d’entrée, constant, est

défini pour tout nombre réel ¢ de l'intervalle [05+00[pat.e(t) = 10.

La fonction causale s est donc solution sur Vintervalle [0; 400 de 'équation différentielle
(BN y" 49 + 0,25y = 2,5.

1. Déterminer une fonctjon:constante sur [0;+o0o| solution particuliere de ’équation diffé-
rentielle (E).

2. Résoudre I'équation différentielle (Ey) : v + v/ + 0,25y = 0.
3. En déduire la forme générale des solutions de I’équation différentielle (E).
4. Parmi les’quatre expressions ci-dessous, laquelle est celle de s(t) sur I'intervalle [0; +o00[?

Recopier la réponse choisie sur la copie.

o 5te~ 05t 010 — (5t + 10)6—0,5t
10— (2,5t + 10)670’251‘/ e 10 — (10t + 10)e70,5t
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Partie B : utilisation de la transformation de Laplace

Dans cette partie, on suppose que b = 0 et ¢ = 9. De plus, le signal d’entrée, sinusoidal, est

défini pour tout nombre réel ¢ par
e(t) = sin(2t)U(t).
La fonction causale s est donc solution de I’équation différentielle
(E") : $"(t) +9s(t) = 9sin(2t)U ().

On note S la transformée de Laplace de la fonction s.

1. En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de I’équation différentielle

(E"), montrer que
18

Stp) = (P> +4)(p*+9)

2. Déterminer les nombres réels a et b tels que, pour tout nombré réel p, on ait

_a . b

S(p)

3. En déduire Iexpression de s(t) pour tout nombre réel t-positif ou nul.

Partie C : détermination de amplitude du signal de sortie

On note f la fonction causale définie sur.I’ensemble des nombres réels par :
f(t) = (18sin(2t) — 1,2sin(3t)) U(t).

Cette fonction est périodique de période 27 sur I'intervalle [0; +o0].

Sur 'annexe 2 sont tracées deux représentations graphiques de la fonction f.

Les points My, My, Ms,”M, indiqués sur le graphique correspondent aux extremums locaux de
la fonction f sur Vintervalle [0; 27].

Le but de cette partie est de déterminer la valeur maximale A atteinte par f(t) quand ¢ varie
dans l'intervalle [0; +o00].

1.. En utilisant la figure 1 de 'annexe 2, déterminer une valeur approchée de A a 0,1 pres.

2} Pour tout nombre réel ¢ positif ou nul, calculer une expression de f'(t) .
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3. (a) Montrer que, pour tout nombre réel positif ou nul ¢, f/(¢) peut se mettre sous la

F(£) = asin @) sin <;>

ol « est un nombre réel strictement positif.

forme

2k
En déduire la valeur de f’ (;) pour tout nombre entier naturel k.

(b) Déterminer les valeurs exactes des abscisses des points My, My, Mz, M,.

En déduire une valeur approchée de A & 1073 pres.
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Annexe 1

Représentation graphique de la tension f(¢)

2
Représentation graphique-de la tension f <t + ;r)
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Document réponse

(a rendre avec la copie)

47
Tableau des valeurs prises par f <t + 3) pour certaines valeurs de ¢

T
2

7S
3

Repere pour représenter f (t +
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Annexe 2

Figure 1
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(aby=Ilna+lnb, oia>0eth>0
exp(a+b)=expaxexpb

a' =¢8 oia>0

1% =g Ghes0
cos(a+b)=cosacosbh—-sinasin b
sin{a +b) =sinacosh +cosasin b
cos{21)=2cm'szr—] =1—25in’¢

8in (2r) = 2sintcost

sin p + sin ¢ = 2sin cos-——

pra P—¢ .
2 2
. . . p- +
Sinp-sing= 2sinf =9 cos 219
2 2
P"‘qcosp—q
2 2

cos p +cosg = 208

CoS p—cOs g =—25in%’—sin%

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportemen! & l'infini

lim lnf =40 ;
(=3

lim e! =+oa;

{—34vo
lim ¢ =0
f——ta
Sia%0, lim % =qo ; sia<0, Him (F=0
f—beo f—r4om

Crolssances compardes & !'infini
c.f
Sia>0, lim — = +4ca
I—y4ea o2

Sia>0, fim 2o
{=3too ¢

Formulaire de mathématiques

cosacosh =%[cos(a+b) +cos(a—b)]

siﬁasiub =%[@os(a—b)—cos(a+b)]

sin acosb =%[sin (a+b)+sin(a—b) |
e =cost +isint

l . _
cost =E(c“ +e "]

. UG i
sin ¢ =—_k". —e ")
LGN -

N oY e, :-:l'" e ..J:"J‘l):.'.-.i:a'::
_,e‘ff.;ea'(qps(ﬁ:)ﬂ.!si_u__.(ﬁt)),oﬁa=(‘x+iﬁ

Commrleménz a loriging

limInf ==

1—0

Sia>0, lim® =0 ; sia<0, lim* =4+
=0 {—Q

Sic>0 lim:®Int=0.
1—0 .
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

£ FAQ) f& £
1 1
In¢ - Arc sin ¢ 2
! 1-t
& e 1
i Arctan{ ] t2
% (ee R) ot ‘ +
gin ¢ cos ! e” (ae ©) ae™
cos ! —sin?
! 2
tant 7= 1+ tan”¢
cos~ ¢
Qoérations
! ’ ’ r
(u+v) =u tv (vou] =(v ou)u
(ku)}:ku (eu)’z o
wv) =u'v+uv ,
’ (Inu) =2, u 2 valetrs strictement positives
U

¢) Calcul intépral
Valeur moyenne de fsur [a, b] :

1 b
b—_:Lf(r)dr

d) Développements limités

’
G‘ﬂ) =02Ua—‘ 7y

Intégrasien-par parties :

j:u(,) V(1) de =l "j:u'(:) o) e

2 n 3 5 2pH

e =limt it e sint =t = I )P 2P ()
T al U3 st 2p+1)!
1 2 4 2p

=t gt (7 e () cost=1— 1 L p (1 L2 ()
1+¢ 41 (zp)

£ i a(a:-l) 1 C!(Dl—-l)“'((l—rz+l)
1“(1+')=f—7+h3-+"'+(—l o e {t) L) =1+=r+ TR ' " 42" eff)

: n

e} Egquations différentielies

Equations

Solutions sur un intervalle §

alt) <+ b{t)x=0

Ft)=ke” 6() ot (G esl une primitive de f - —=

hir)
a(t)

ax”+bx b ex=0

équation caracteéristique :

Sia>0, flt)=2e" + e’ ..
Sia=0, ft)=(Ar+p)e”

ol et r; sont les racines de ’équation caractéristique

ol + esi 14 racine double de 1'équation caractéristique

ar? +hrtc=0

de discriminant A

8i A<0, f{t)=[Acos(g 1)+ psin(B e® ob r =+ iff ¢t o =a—iff sont les racincs
complexes conjuguées de |’équation caractéristique.

Formulaire de mathématigues
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3. SERIES DE FOURIER
f: fonction périodique de période T';

développement en séric de Fourier :

oo ea .
s(t)= ag+ Z(a,, cos(rzmt)+ by, sin(r )= Ecke'km' , (ne N, ke Z).

n=l

a+7
a =" rlar;

a

a, =—;—I:+T (¢} cos(nat)dz ;

b, =%f:”f(;) sin(na 1) d

Ci =—;:J.:+T f(t)e—y“‘"dt ke Z), cy=dg; Gn Zib" =c,; —q";—ib" =c_, (ne ™h,
4. TRANSFORMATION DE LAPLACE
Fonctions ustielles
e@l)=L | ea)--L dru)-—" em
2 P P
Plea()= —— | Plin(or)at)=—2 . Pleostor)ul) =P
! pta p2 +@ p?' + ﬂ‘J2
Propriétes
2
A~ TN
100y, o e
g-l
rlaal) a0 ip[f-)
a [4 Y
fle~7)%le-) F(p)e™*?
£y e ) Fp+a)
FEOu) pF(p)-f(07)
F ) p*E(p)-p FO")- £(@")
—¢ fFle) () F'(p)
J- ’f(u) U(u) dy F_(p)
0 P

Formulaire de imathémaliques
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5. TRANSFORMATION ENZ

Signal cansal

Transformée en Z

ni x(n) pourne IN z 3 (Zx)(2)
e(n)=1 (Ze)(z) = -z:
daiy=1 _
{a’(n) =0sinz+0 (2d)z)=1
r(m= Zr)(z}= z
(n)=n {zr)z) =
B I S
eln}= n? (Ze)(=2) _(z_-l_)3
fmy=a", ac R-{0} (@) (z) =——
z—a

yimy=xln—ng), (a~ ng)e N
ou (Zy) (2= 27 (Zx)(z)
¥(n) = x(n —rnp e(n ~ ng)

(@) = 2 (2K} 5(0) = x{Dz ™ —5(@)z ™2 = sty —1a~ |

Formulaire de mathémasiques 5. BTS du groupement A



6. PROBABILITES

a) Loibinomiale P(X =k)= Cf,pkq"_k ol Cﬁ = W:l}—); s E(X)=np ; olx)= J;E
b) Loi de Poisson
T | e 03 0,4 05 0,6

Plx =k)= 3_1 f’t o 08157 | 07408 | 0,6703 | o.6065 | 05488

' 1 01637 | 02222 | 02681 | 03033 | 03293

E(X)=1 2 00164 | 00333 | 0,053 | 00758 | 00988

3 00011 | 00033 | oee72 | o012 | 0,0198

4 0,0000 | 00003 | 0007 | 0,0016 ‘| 0,0030

vix)=24 5 0,0000 | 00001 | 0,0002 | 0,0004

6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

Tpd | 15 2 3 1 5 6 7 8 9 10
8 0.368 0.223 0135 0.050 0,018 0.007 0,002 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0368 0.335 0.271 0.149 0.073 0.034 0.015 0.006 0.003 0.001 0.000
2 0.184 0.251 0.171 0,224 0.147 0.084 0.045 0.022 0.011 0,005 0.002
3 0.061 0.126 0,180 0.224 0,195 0.140 0.089 0.052 0.029 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.090 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 0.034 0.019
5 0.003 0.014 0.036 0.101 0.156 0176 0:161 0.128 0.092 0.061 0.038
& 0.001 0,004 0.012 0.050 0.104 0.146 0.161 0.149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 0,001 0.003 0.022 0,060 0:104 0.138 0,145 0.140 0.117 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0.065 0.103 0.130 0.140 0.132 0.113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.063 0.101 0.124 0132 | +0.125
10 0.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0.099 0.119 0.125
11 0.000 | 0.002 0.008 0.023 0.045 0.072 0.097 0114
12 0.001 0.003 0.011 0.026 0.048 0.073 0.093
13 0.000 0001 0.005 0.014 0.030 0.050 0.073
14 0.000 0.002 0.007 0.017 0.032 0,052
15 0.001 0.003 0.009 0.019 0.035
16 0.000 0.001 0.005 0.011 0.022
17 .001 0.002 0.006 0.013
18 0,000 0.001 0.002 0.007
19 0.000 0.00% 0.004
20 0.001 0.002
24 0,000 0.001
1 0.000

Fonnulure de mathématigues
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¢) Loi normale

de 1
La loi normale centrée réduite est cacactérisée par la densité de probabilité ; f (x)= Jﬁ-

e

Xt
2

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE N,

()= P(r <= J_'f(x)dx

4 0,00 0,01 0,02 0,03 M 0,05 0,96 0,07 0,08 0,09

00 | 05000 | 05040 | 05080 | 05120 | 05160 | 05199 | 05239 | 05279 | 05319 | 0,5359

01 | 05398 | 05438 | 45478 | 0,517 | 05557 | 05596 | 05636 | 05675 | 05714 | 05753

¢z | 05793 | 05632 | 05871 | 05910 | 05948 | 05987 | 06026 | 06064 | 05103 | 0,6141

03 | 06179 | 0,627 | 0,6255 | ©,6293 | 06331 | 06368 | 06406 | 06443 | 0,64800) 0,6517

04 | 06554 | 06591 | 06628 | 06664 | 06700 | 06736 | 06772 | 06808 | 06844 | 0,6879

05 | 06915 | 06950 | 06985 | 0,7019 | 0,7054 | 0,7088 | 07123 | 0715707190 | 0,722 4

06 | 07257 | 07290 | 07324 | 0,7357 | 0,7389 | 07422 | 0,754 | 07486 0,7517 | 0,754 9

07| 67580 | 07611 | 0,7642 | 0,7673 | o,7704 | 0,7734 | 07764 | (077194 | 0,7823 | 0,7852

08 | 07881 | 07910 | 0,7939 | 0,7967 | 06,7995 | 0,8023 | 08052 |)0,8078 | 08106 | 0,8133

0,9 | 08159 | 08186 | o8212 | 08238 | 08254 | 08289 | 68315 | 08340 | 0,8365 | 08389

L0 | 08413 | 08438 | 08461 08485 | 08508 | 08531} 08554 | 08577 | 0,8599 | 08621

1,1 ) 03643 | 08665 | D,3686 | 05708 | 08729 | 08749 | 08770 | 08790 | 08810 | 08830

12 | 08849 | 08869 | 03888 | 08007 | 08925 [ ‘08944 0,8962 | 08980 | 0,8997 | 0,015

13 [ 09032 [ 09049 [ 09066 | 09082 | 0,599 )| 09115 | 09131 09147 | 09162 | 09177

14 | 09192 | 09207 | 09222 | 05236 | 09251 | 09265 | 09279 | 09292 | 09306 | 09319

15| 09332 | ©,9345 | 09357 | 09370 | 09382 1. 0;9394 | 09406 | 09418 | 09429 | 09441

16 | 09452 | 09463 | 4,9474 | 09484 | 09495 | 09505 | 09515 | 09525 | 09535 | 09545 L

L7 | 09554 | 09564 | 09573 | (09582 | 09591 | 09599 | 09608 | 09616 | 09625 | 09633

18 | 09641 | 0,964 9 | 09656 0966409671 | 09678 | 0,986 | 09693 | 09699 | 09706

19 | 09713 | 09719 | 09726 | 09732 | €9738 | 09744 | 09750 | 09756 | 09761 | 09767

20 [ 09772 | 09779 | 69783 | 09788 | 09793 | 09798 | 0,983 | 09808 | 09812 | 0,957

L1 | 09821 | 09826 | 09830 | 09834 | 09838 | 09842 | 09846 | 09850 | 09854 | 09857

22 | 09861 | 09864 | 09868 | 09871 | 09875 | 09878 | 09881 | 09854 | 09887 0,989 0

23 | 09893 | 09806 | 09898 | 09901 | 0,9904 | 09%6 | 09909 | 09911 | 09913 | 09916

24 | 09918 | 09920 | 09922 | 09925 | 09927 | 09929 | 09931 09932 | 09934 | 09936

2,50] 10,9938 | 09940 ) 0994 03943 ( 09945 | 09946 | 09948 | 09%49 | 09951 | 09952

26/) 09953 | 09955 | 09956 | 09957 | 09959 | 09960 | 09961 09962 | 09963 | 09964

3,7 | 09965 | 01,9966 | 0,9967 | 09968 | 09969 | 09970 | 09971 09972 | 09973 | 09974

28 | 09974 | 09975 | 09976 | 09977 | 09977 | ©9978 | 09979 | 0,0079 09988 | 0,9961

29 | 099351 | 059982 | 09982 | 09983 | 09984 | 09984 | 09985 | 09985 | 0,9986 | 09986
TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

! 30 32 i3 14 35 36 38 4,0 4,5

i} | 0,998 65 1,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 | 0,999 841 | 0,999928 | 0,999 968 | 0,999 997
Nota ; T{~1)=1- rl(r)
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