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EXERCICE 1 (10 points)

Partie A

On considere la fonction f, périodique de période T, dont une représentation graphique est

donnée par la figure ci-dessous.

1.4 1

1.2 1

Le développement en série de Fourier de la fonction. f est noté :

ap + Z (ah.cos (nawty+ by, sin (nmt)) .

n>l

1. Cette question est un QCM,
Pour chaque affirmation,/une seule des propositions est exacte. Le candidat portera sur

la copie, sans justification, le numéro de la question suivi de la réponse choisie.

(a) La période T de la fonction f est :

e 0,5 o 1 o 2 e 3

(b) Le coefficient b; vaut :

o—é e ( 01
™

(¢) Le nombre réel ay vaut :

o ( e (0,25 e 0,5 o1
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(d) On donne I'égalité suivante

/1(1 —t) cos (mt) dt = %

La valeur exacte du coefficient a; est :

o () o — o — o —

Application de la formule de Bessel-Parseval

2. On rappelle que la puissance moyenne Py, par période du signal, modélisé par tine fonction

f de période T est donnée par

S I

Sl

Démontrer que Py = —.

3
3. On note g, la fonction définie, pour tout nombre entier n strictement positif par
k=n
gn(t) = ag + Z (ay cos(kmt)( by sin (knt))
k=1

et

(a) Le tableau 1 du docurhent répoerise 1 fournit des valeurs approchées & 1074 pres de S,,.

Compléter ce tableat.

(b) En déduire la plus petite valeur de l'entier n telle que la puissance moyenne par

période deda fonction g, est supérieure ou égale a 0,999 P.

Partie B

Soit 7 un'‘nombre réel strictement positif.
On-glintéresse maintenant a la fonction e représentant un signal de méme forme que celui de
la‘partie A, mais dont la période, exprimée en seconde, est 27 et dont le graphe est représenté

ci-apres.
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1.4+

1.2+

_0.2 4

_04 4

Ce signal est placé en entrée d’'un filtre passe-bas (il s’agit d’un filtre‘de Butterworth d’ordre 6
et de fréquence de coupure 40 Hz).

Le signal de sortie obtenu est modélisé par une fonction h.

1. On se place dans le cas ou la fonction e est telle que’r = 0,1.
La figure 1 du document réponse 1 donne une teprésentation graphique de la fonction h
sur l'intervalle [—0,4; 0,4], obtenue a l'aide-d™un logiciel de simulation.
(a) Déterminer graphiquement la valeur maximale hmax de la fonction h.

(b) Sur la figure 1 du document réponse’1, tracer la représentation graphique de la

fonction e.

(c) Le facteur de créte du.signal /iy exprimé en décibels, est défini par

10 B2
Fc: 1 maz |
In (10) n( p, )

On a obtenu a I'aide d’un logiciel de calcul numérique la valeur approchée suivante

de la ‘puissance moyenne par période Pj, du signal A :
P, ~0,33330.

En déduire une valeur approchée du facteur de créte F..

2. On note G (w) le gain, exprimé en décibels, du filtre passe-bas en fonction de la pulsa-
tion w.
Le graphique ci-apres donne une représentation graphique de la fonction G pour les « pe-

tites » valeurs de la pulsation w.
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0 20 40 60 80 100 120 140~_160 180 200 220

-0.05 1

-0.15 1

(a) Déterminer graphiquement l'intervalle des valeéurs de w pour lesquelles on a

G (w) 2)-0,1db

(b) On donne l'expression de G (@) :

€ Q)= ln_(ll(())) ln (1 + (%)ﬂ '

On note wy latsolution de I’équation G (w) = —0,1.

Déterminer; £10~! pres, en précisant la démarche suivie, une valeur approchée de wy.

Remarque. Lamotion de facteur de créte d’un signal est utile, par exemple, en télécommuni-
cations.(On trouve aisément dans la littérature le facteur de créte du signal triangulaire
e, a(savoir 4,77 db.
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EXERCICE 2 (10 points)

On s’intéresse a un dispositif comportant deux composants électriques A et B montés en pa-

rallele. Si un seul de ces deux composants est défaillant, le dispositif continue a fonctionner.

Partie A

Dans cette partie, on étudie la durée de vie de ce dispositif.

La durée de vie de chaque composant est une variable aléatoire.

1. On désigne par ¢ un nombre réel strictement positif. On admet que la probabilité pA(t)

que le composant A ait une durée de vie strictement inférieure a t est donnée par
t
p(t) = / 0,0004 e ~ %0004 g,
0

Calculer la probabilité, arrondie & 1072, que le composant A ait uhe durée de vie stricte-

ment inférieure & 1000 heures.

2. Sur le document réponse 2 est donné 'arbre pondéré décrivant la situation du dispositif
au bout de 1000 heures.
C1 désigne I'événement « le composant A est en étaty de fonctionnement » et Cy désigne

I’événement « le composant B est en état de fonctionnement ».

(a) Compléter 'arbre du document répouse 2 et indiquer le détail des calculs des pro-

babilités dans la colonne « Probabilités .
(b) Déterminer la probabilité de I'événement Cs.
(c) Les événements C et Cy sont,indépendants? Justifier la réponse.

(d) Calculer la probabilité; arrondie & 1072, qu’au bout de 1000 heures, le dispositif soit

en état de fonctionnement.

Partie B

Dans cette partié,’les résultats approchés seront arrondis ¢ 1073 pres.

Une entreprise produit en grande série le composant A dont il est question dans la partie A.
Une étude-statistique permet d’admettre que la probabilité qu'un composant ait une durée de
vie supérieure a 1000 heures est 0,67. Les durées de vie des composants sont indépendantes les
unes des autres.

Pour un échantillon de 50 composants, on note X la variable aléatoire égale au nombre de

composants ayant une durée de vie supérieure a 1000 heures.

1. On admet que X suit une loi binomiale.

Préciser les parametres de cette loi.

2. Calculer la probabilité P (X = 42).
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3. Ci-dessous est donné un extrait du tableau, obtenu a l'aide d'un tableur, donnant les
valeurs des probabilités P (X < k), ou k désigne un nombre entier naturel appartenant a
I'intervalle [0;50].

A B C D
k (X <k
38 0,93714961
39 0,96825995
40 0,98562939
41 0.99423141
42 0,99797363
43 0,99938718
44 0,99984376
45 0,99996736
46 0,99999464
47 0,99999935
48 0,99999995
49 1

50 1

o] | | | | | |
Immhwm_hcmmﬂmmhmhj_n

A Taide de ce tableau, déterminer la probabilité que-le nombre de composants ayant une
durée de vie supérieure a 1000 heures parmi cet ‘échantillon soit strictement supérieur
a 42.

4. Sur 'annexe, le diagramme en batons représente‘les valeurs de P (X < k) en fonction de
k.

(a) A Daide de ce diagramme, déterminer le plus petit nombre entier naturel k; tel que
P (X < k) > 0,025,
puis le plus pétit-nombre entier naturel ko tel que

P (X < ky) > 0,975.

(b) Peut-on affirmer : « le nombre de composants dont la durée de vie est supérieure a
1000 heures appartient a l'intervalle [27;40] avec une probabilité supérieure a 0,95 » 7

Justifier la réponse.

Partie C

Dans cette partie, on décide d’approcher la loi de la variable aléatoire X par la loi normale de
moyenne 33,5 et d’écart type 3,3.

On note Y une variable aléatoire suivant la loi normale de moyenne p = 33,5 et d’écart type
o=3,3.
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1. Justifier le choix des parametres p et o.
2. Calculer la probabilité P (Y < 42) arrondie a 1072

3. Déterminer la plus petite valeur, arrondie & 107!, du nombre réel a tel que

P(335—a<Y <335+a)>0,95.
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Document réponse 1 a rendre avec la copie
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Tableau 1 — Puissances des harmoniques
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FIGURE 1 — La fonction A
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Document réponse 2 a rendre avec la copie

Probabilités
------ Cy P(€'N Cy) = 0,4489
612 ..................................
Co oo
Co e
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0,975
0,95
0,925
0,9
0,875
0,85
0,825
0,8
0,775
0,75
0,725
0,7
0,675
0,65
0,625
0,6
0,575
0,55
0,525
0,5
0,475
0,45
0,425
0.4
0,375
0,35
0,325
0,3
0,275
0,25
0,225
0,2
0,175
0,15
0,125
0,1
0,075
0,05
0,025
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